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Rundung im Quadrat




Thema:
Numerische Grenzen des Computers

Schultyp:
Mittelschule, technische Berufsschule, Fachhochschule

Vorkenntnisse:
Elementare Programmierkenntnisse

Bearbeitungsdauer:
45-60 Minuten

Fassung vom:
24.10.95

Schulerprobung:
nein

Übersicht

Ein Computer ist ein endlicher Automat, d.h. er kann nur endlich viele Operationen auf endlich vielen Zahlen durchführen. Da es endlich viele Maschinenzahlen gibt, existiert insbesondere auch eine kleinste und eine grösste Zahl. Ausserdem kann damit auch die Differenz zweier Zahlen nicht beliebig klein sein.

Es ist nun nicht immer einfach unter diesen Bedingungen einen mathematischen Algorithmus so zu programmieren, dass die Lösung des Computers etwas mit dem wirklichen Resultat zu tun hat.

Lernziele

Nach Bearbeiten des Postens be-greifen die SchülerInnen was unter Rundungsfehler, Auslöschung oder Kondition zu verstehen ist.

Am Beispiel eines einfachen Programms zur Lösung von Quadratischen Gleichungen  erfahren sie die Problematik am eigenen Leibe.

Material

•
Theorie: ‘Wenn sich der Computer verrechnet ...’ (beiliegend)

•
Computer oder programmierbarer Taschenrechner

Quellen

Gander, W.: Computer Mathematik, 1985 Birkhäuser Verlag, Basel

Hinweise, Lösungen

Lösung Auftrag 2

Der wesentliche Teil der Aufgabe besteht darin, bei der Berechnung zu verhindern, dass unnötig grosse Zwischenresultate auftreten. Dies führt zu einer wenig eleganten Umformung:

x1/2 = -(p/2) ± |p| x Sqrt( (1/4) - (q/p)/p )

Die betragsmässig grössere Lösung x1 kann mit dieser Formel ohne Auslöschung berechnet werden. Wenn wir anschliessend die zweite Lösung aus der Beziehung von Vieta berechnen, vermeiden wir auch hier die Auslöschung.

x2 = (q / x1)  

Lösung Auftrag 3

PROGRAMM Quad;

VAR

  p, q, x1, x2, d, fak: REAL

BEGIN

  WRITELN(‘p, q eingebem: ’);

  READLN(p, q);

  IF ABS(p) > 1 THEN

    BEGIN

      fak:= ABS(p);

      d:= 0.25 - q/p/p;

    END

  ELSE

    BEGIN

      fak:= 1;

      d:= SQR(p/2) - q;

    END;

  IF d < 0 THEN

    WRITELN(‘Komplexe Lösungen: ’, 

            -p/2, ‘ +- ’, fak * SQRT(-d), ‘i’)

  ELSE

    BEGIN

      x1:= ABS(p/2) + fak * SQRT(d);

      IF p>0 THEN x1:= -x1;

      IF x1=0 THEN x2:=0 ELSE x2:= q / x1;

      WRITELN(‘Reelle Lösungen: ’, x1, ‘/’, x2);

    END;

END.

Lehrer-Lernkontrolle / Test

Aufgabe 1

Umschreibe in eigenen Worten, was man unter folgenden Begriffen versteht:

•
Overflow
•
Underflow

•
Rundungsfehler
Aufgabe 2

Ein alter Taschenrechner hat einen sehr eingeschränkten Rechenbereich: er hat maximal eine Vorkommastelle, zwei Nachkommastellen und einen einstelligen dezimalen Exponenten. Beispiele:

7.23e3
 
0.57e-3

-9.80e6

Nach jeder Operation wird jedes Zwischenresultat auf dieses Format gerundet.

Löse die quadratische Gleichung  x2 + 64x +1 =0

a) mit der üblichen Formel

x1/2 = -(p/2) ± Sqrt((p/2)2-q)

b) mit der stabilen Formel

x1/2 = -(p/2) ± |p| x Sqrt( (1/4) - (q/p)/p )

Vergleiche die Resultate mit der ‘korrekten’ Lösung:

x1 = -63.9844  x2 = -0.0156288

Lösungen und Taxierung

Aufgabe 1

Ein Overflow entsteht, wenn ein Zwischenresultat einer Berechnung den endlichen Bereich der Maschinenzahlen übersteigt. Es ist also eine Zahl entstanden die grösser ist, als der Rechner bearbeiten kann. Nach einem Overflow ist es unmöglich weiterzurechnen.

Ein Underflow entsteht, wenn der Rechner ein sehr kleines Zwischenresultat nicht mehr von Null unterscheiden kann. Nach einem Underflow ist es deshalb möglich, mit Null weiterzurechnen.

Ein Rundungsfehler entsteht, wenn ein Zwischenresultat mehr Nachkommastellen verlangt, als der Rechner darstellen kann. Das Resultat käme also zwischen zwei Maschinenzahlen zu liegen. Nach einem Rundungsfehler arbeitet der Rechner mit der nächstgelegenen Maschinenzahl weiter.

(Taxierung: Wissen/Verstehen, K1-K2)
Aufgabe 2

p=64, q=1

a) mit der üblichen Formel

x1/2 = -(p/2) ± Sqrt((p/2)2-q)

a = p/2 = 3.20e1

b = a2 = 1.02e3

c = b-q = 1.02e3

d = Sqrt(c) = 3.19e1

x1 = -a + d = -1.00e-1

x2 = -a - d = -6.39e1

b) mit der stabilen Formel

x1/2 = -(p/2) ± |p| x Sqrt( (1/4) - (q/p)/p )

a = p/2 = 3.20e1

b = q/p = 1.56e-2

c = b/p = 2.44e-4

d = 2.50e-1 - c = 2.50e-1

e = Sqrt(d) = 5.00e-1

f = |p| x d = 3.20e1

x1 = -a - f = -6.40e1

x2 = q / x1 = -1.56e-2 (Vieta)

Das Resultat der ‘stabilen’ Formel entspricht der bestmöglichen Darstellung der ‘korrekten’ Lösung im Zahlenbereich. Die Lösung der ersten Formel ist durch Rundungsfehler und Auslöschung stark verfälscht.

(Taxierung: Anwendung, K3)
Was soll ich hier tun?

An diesem Posten soll ein narrensicheres Programm zur Lösung von quadratischen Gleichungen der Form:

x2 + px + q =0

geschrieben werden. Unter narrensicher versteht man folgendes: für p und q sollen beliebige Maschinenzahlen vorgegeben werden können und das Programm muss die Lösungen x1 und x2 berechnen, falls sie im Rechenbereich liegen. Die Aufgabe ist etwas schwieriger, als sie zunächst scheint.

Wenn man die Gleichung von Hand löst, benützt man dazu die Formel:

x1/2 = -(p/2) ± Sqrt(d) mit d= (p/2)2-q

Es gilt:

•
d>0 => zwei reelle Lösungen
•
d=0 => eine reelle Lösung

•
d<0 => keine Lösung (bzw. immaginäre Lösungen)
Diese Formel funktionniert in zwei Fällen numerisch schlecht:

•
Es tritt Auslöschung auf, wenn der Betrag von p viel grösser als q ist.
•
Es kann für grosse p einen overflow bei der Berechnung von (p / 2)2 geben, obwohl die Lösungen letztendlich vielleicht im Rechenbereich liegen.

Der Posten besteht aus den folgenden drei Aufträgen:

(1)
Studiere den Theorie-Teil ‘Wenn sich der Computer verrechnet...’


(10 Min)

(2)
Versuche die obige Formel in eine mathematisch gleichwertige stabile Form zu bringen, bei der die beschriebenen Probleme nicht mehr auftauchen.


(15 Min)

(3)
Diskutiert eure Resultate in Gruppen (2 oder 3) und implementiert ein Programm. Beachtet die Spezialfälle wenn die Koeffizienten null sind!


(20 Min)

Wenn sich der Computer verrechnet ...

Endliche Arithmetik

Jeder Computer ist ein endlicher Automat, d.h. er kann nur 

•
endlich viele Zahlen speichern
•
endlich viele Operationen durchführen

Die reellen Zahlen werden durch die endliche Menge der Maschinenzahlen approximiert. Dabei wird jeweils ein ganzes Intervall von reellen Zahlen, z.B. alle reellen Zahlen, die in den ersten zehn Dezimalstellen übereinstimmen, auf eine einzige Maschinenzahl abgebildet.

Da es endlich viele Maschinenzahlen gibt, existiert insbesondere auch eine kleinste und eine grösste Zahl. Entsteht bei einer Berechnung ein Zwischenresultat ausserhalb dieses Bereichs, kann nicht mehr weitergerechnet werden. Die Kapazität der Maschine ist erschöpft und die Rechnung sollte mit einer Fehlermeldung (overflow) abgebrochen werden. Als Beispiel versuche man auf einem Taschenrechner 999 hoch 999 zu berechnen: es entsteht ein overflow!

Wenn bei einer Berechnung ein so kleines Zwischenresultat entsteht, dass es der Rechner nicht mehr von 0 unterscheiden kann, spricht man dagegen von einem underflow. Hier ist es sinnvoll, wenn der Computer die Berechnungen einfach mit 0 weiterführt.

Rundungsfehler

Falls a und b Maschinenzahlen sind, ist im allgemeinen (a x b) keine Maschinenzahl mehr, weil das Produkt normalerweise doppelt soviele Kommastellen aufweist. Als Ergebnis wird stattdessen die am nächsten liegende Maschinenzahl angezeigt. 

Angenommen unser Taschenrechner kann nur zwei Kommastellen verarbeiten und wir möchten  (2.25 x 3.75)  berechnen. Das richtige Resultat wäre 8.4375. Der Rechner gibt allerdings 8.44 als Resultat aus. Er zeigt also einfach die Zahl an, welche dem richtigen Resultat am nächsten liegt.

Bei der Verwendung von Rechnern ist es also wichtig, Algorithmen zu finden, deren Resultate durch möglichst wenig Rundungsfehler verfälscht sind. Dabei können mathematisch gleichwertige Formeln zu weit auseinanderliegenden Lösungen führen!

Um das Beispiel unseres zweistelligen Taschenrechners fortzusetzen, betrachten wir folgende zwei Berechnungen, die eigentlich das selbe Resultat liefern sollten:

•
((2.25 x 3.75) x 100) = 844 (0.25 zu gross; Rundungsfehler!)
•
(2.25 x (3.75 x 100)) = 843.75 (korrektes Resultat!)

Numerische Auslöschung

Die numerische Auslöschung ist ein spezieller Rundungsfehler, der auftritt, wenn zwei nahezu gleichgrosse Zahlen voneinander subtrahiert werden:

  1.2345 x 100

- 1.2344 x 100

  0.0001 x 100

= 1.0000 x 10-4

Die Nullen nach dem Dezimalpunkt im Resultat sind nur richtig, wenn die beiden Operanden 1.2345 und 1.2344 exakte Zahlen waren. Waren diese auch schon durch Rundungsfehler verfälscht, so sind alle Nachkommastellen reine Spekulation: Das Resultat hat einen grossen relativen Fehler.

Stabilität und Kondition

Ein stabiler Algorithmus ist ein Algorithmus, der auch in endlicher Arithmetik ‘richtig’ läuft. Unter ‘richtig’ versteht man dabei, dass die Rundungsfehler den Ablauf nicht zu sehr stören.

Bei stabilen Algorithmen ist das vom Computer berechnete (durch Rundungsfehler verfälschte) Resultat, das exakte Resultat von leicht geänderten Anfangsdaten.

Als Beispiel betrachten wir den Cosinussatz. Man berechnet die Seite c eines Dreiecks üblicherweise nach der Formel:

c = Sqrt( a2 + b2 - 2 ab cos y) 

Diese Formel ist instabil wenn y klein ist und a nahe bei b liegt (Auslöschung!). Durch eine einfache Umformung erhält man eine algebraisch äquivalente Formal, welche stabil ist:

c = Sqrt( (a-b)2 + 4 ab sin2(y 

Stabile Algorithmen nützen allerdings nichts, wenn ein Problem schlecht konditioniert ist. Damit meint man, dass sich die Lösung sehr stark ändert, wenn man die Anfangsdaten nur wenig stört.

Viele komplexe physikalische Probleme haben eine sehr schlechte Kondition: Eine Kugel rollt auf der Kante eines Bretts. Minime Unterschiede in der Beschaffenheit des Brettes und der Rollrichtung entscheiden, ob die Kugel schliesslich rechts oder links vom Brett fällt. 

Wenn minimalsten Änderungen absolut unerwartete Auswirkungen haben, spricht man auch von chaotischen Systemen. Die Berechnungen von Wetterprognosen fallen in diese Kategorie...
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