Lernaufgabe " Kleinstquadrat-Methode - Linearisieren der Messdaten"

Weintrauben werden oft von einem Pilz befallen. Gegen diesen Pilz muss der Weinbauer die Trauben mit einer Lösung aus Wasser und Gift behandeln, sogenannten Fungiziden. Je nach Giftmenge im Wasser breitet sich der Pilz schneller oder weniger schnell aus. Die Ergebnisse von 10 Proben sind im Diagramm unten aufgezeichnet. Auf der X-Achse ist die Giftmenge aufgetragen, auf der Y-Achse die Hemmung. Je mehr Gift man in die Lösung gibt, desto mehr wird der Pilz in seinem Wachstum gehemmt.

In dieser Aufgabe versuchen wir, eine Kurve durch die Messwerte zu legen:
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Du hast bereits gelernt, wie man durch ein Menge von Messwerten mit Hilfe der Kleinstquadrat-Methode eine Gerade legt. Falls Du Dich unsicher fühlst, wird das Vorgehen anhand des Beispiels 1 nochmals kurz erklärt.

Aber nicht immer ist eine Gerade eine vernünftige Näherung für vorge​ge​bene Daten. Bei unseren Messwerten ist es sicher wenig sinnvoll, sie durch eine Gerade anzu​nähern. Meistens weiss man aufgrund des den Messungen zugrunde​liegenden Modells bereits vorher, auf was für einer Kurve die Messwerte im Idealfall liegen sollen. In unserem Fall müssten die Mess​werte auf der sogenannten Sigmoid-Funktion liegen:

Bei der Sigmoid-Funktion kann man die Parameter a und b verändern, bis die Kurve möglichst gut durch die Messwerte geht. a bestimmt in erster Linie den Ort, wo die Kurve nach oben geht. b bestimmt, wie schnell die Kurve ansteigt.

Aufgabe 0:

Starte das 1. Programm, ein sogenanntes Applet. Frage notfalls Deinen Lehrer, wie Du das Programm starten kannst. Zeichne ein paar Punkte und verschiebe sie mit Hilfe der Maus. Welche Punkte haben den grössten Einfluss auf die Lage der Geraden ? Die Punkte in der Mitte der Punktewolke oder diejenigen am Rand ?

Aufgabe 1:

a) Schaue Dir im nachfolgenden Beispiel nochmals die Gleichungen (1) - (5) an. Wie muss die Gleichung aussehen, damit man die Kleinstquadrat-Methode anwenden kann ? Versuche, dafür eine allgemeine Regel aufzustellen.


b) Forme die obige Sigmoid-Funktion um, so dass sie die Regel von Aufgabe a) erfüllt.


c) Stelle dann mit den gegebenen Messwerten das Gleichungssystem auf und berechne daraus die Parameter a und b. (z.B. mit Matlab oder auf dem Taschenrechner).

Aufgabe 2:

Überlege Dir genau, welche Abstände zwischen der Sigmoid-Funktion und den Messwerten minimiert werden. Entspricht die gefundene Lösung wirklich der Kleinstquadratlösung für die gegebenen Messwerte und die Funktion?

Beispiel 1: Repetition der Kleinstquadrat-Methode
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Jemand möchte wissen, ob die Schuhgrösse und die Körpergrösse eines Menschen voneinander abhängig sind. Er misst daher von allen Schülern und Schülerinnen der Klasse die Schuhgrösse und die Körpergrösse.


Im Diagramm sieht man, dass es tatsächlich eine Abhängigkeit gibt. Man könnt eine Gerade durch die Messpunkte legen.

Wir gehen wie folgt vor: Im Idealfall liegt jeder Punkt (xi,yi) exakt auf der Geraden:


yi = a xi + b
(1)

Diese Gleichung stellt man für jeden Punkt auf. Man erhält so ein überbestimmtes Gleichungssystem mit 20 Gleichungen für die 2 Unbekannten a und b:

y1 = a x1 + b             oder mit Zahlenwerten:
162 = a·36 + b
y2 = a x2 + b
157 = a·37 + b 
(2),(3)
:
:
y20 = a x20 + b
181 = a·46 + b
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Meistens schreibt man die Gleichungen als Matrizen und Vektoren:

                               (4),(5)

Diese Gleichungssystem kann man nun mit Hilfe des Taschenrechners oder eines Mathematikprogramms lösen. Man erhält a= 3.44 und b = 33.5

Wenn Du nun die Schuhgrösse von jemandem kennst, dann kannst Du seine Körpergrösse berechnen. Die Formel lautet:

Körpergrösse = 3.44 * Schuhgrösse + 33.5 cm

Natürlich stimmt das nur im Mittel über alle Schüler und Schülerinnen Deiner Klasse gesehen.

Lernaufgabe "Kleinstquadrat-Methode - Polynomapproximation"

Bis jetzt haben wir bei der Kleinstquadrat-Methode immer eine Gerade durch eine Punktwolke gelegt. Bei der ersten Lernaufgabe hast Du die Messwerte so umgeformt, dass sie in etwa auf einer Geraden zu liegen kamen. Du hast aber in der ersten Lernaufgabegesehen, dass das nicht immer sinnvoll ist.

Wir werden daher in dieser Aufgabe versuchen, nicht die Messwerte umzuformen, so dass sie näherungsweise auf einer Geraden zu liegen kommen. Vielmehr werden wir die Geradengleichung zu einem Polynom vom Grad n erweitern.

Aufgabe 1:

a) Betrachte nochmals die Gleichung (4) aus der letzen Lernaufgabe. Du berechnest dort die zwei Unbekannten a und b der Geraden. Die Gleichung der Geraden lautet dann:
y=ax + b.


b) Erweitere die linke Seite des Gleichungssystems, so dass anstelle einer Geraden eine Parabel dargestellt wird. Wie muss die linke Seite von Gleichung (4) aussehen, damit Du allgemein ein Polynom vom Grad n durch die Messpunkte legen kannst ?

Aufgabe 2:

Für diese Aufgabe brauchst Du neben dem ersten noch das zweite Applet.

a) Setze im ersten Applet mit der Maus drei Messpunkte und lasse dann das Programm eine Parabel (ein Polynom vom Grad 2) durch die Punkte legen. Setze dann weitere Punkte. Bei wievielen Messpunkten geht die Kurve exakt durch die Punkte und wann nicht mehr ?


b) Verallgemeinere die Lösung aus a). Wenn Du ein Polynom vom Grad n hast, wieviele Punkte kannst Du dann setzen, damit das Polynom noch exakt durch die Punkte geht ?


c) Wenn man den Grad des Polynoms zu hoch wählt, dann kann das Polynom zu schwingen beginnen. Lade im 1. Applet die Punkte-Menge 1. Dies sind die Messpunkte aus der 1. Lernaufgabe. Beobachte, was an den Rändern und zwischen den Messpunkten passiert, wenn Du den Grad des Polynoms erhöhst.


d) Ist die Polynom-Approximation bei diesen Messwerten sinnvoll ?


e) Offensichtlich ist weder das Linearisieren der Messdaten noch die Polynom-Approximation sonderlich erfolgreich. In der Praxis verwendet man daher andere Verfahren. Ein solches Verfahren wird im 2. Applet verwendet. Probiere das 2. Applet aus und spiele etwas mit den Testdaten. Auf der Seite des Applets findest Du Informationen, welches Verfahren hier tatsächlich verwendet wurde.

Lösungen zu den Lernaufgaben

Lernaufgabe " Kleinstquadrat-Methode - Linearisieren der Messdaten"

Aufgabe 0:

Starte das 1. Programm, ein sogenanntes Applet. Frage notfalls Deinen Lehrer, wie Du das Programm starten kannst. Zeichne ein paar Punkte und verschiebe sie mit Hilfe der Maus. Welche Punkte haben den grössten Einfluss auf die Lage der Geraden ? Die Punkte in der Mitte der Punktewolke oder diejenigen am Rand ?

Je weiter ein Punkt vom Zentrum der Punktewolke entfernt ist, desto grösser ist sein Einfluss auf die Steigung der Geraden.

Aufgabe 1:
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Schaue Dir im nachfolgenden Beispiel nochmals die Gleichungen (1) - (5) an. Wie muss die Gleichung aussehen, damit man die Kleinstquadrat-Methode anwenden kann ? Versuche, dafür eine allgemeine Regel aufzustellen.


Die Unbekannten a und b werden isoliert und in einem Vektor zusammengefasst.
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Forme die obige Sigmoid-Funktion um, so dass sie die Regel von Aufgabe a) erfüllt.

f) Stelle dann mit den gegebenen Messwerten das Gleichungssystem auf und berechne daraus die Parameter a und b. (z.B. mit Matlab oder auf dem Taschenrechner).


Die Lösung mit den gegebenen Messwerten ist a = 4.3471 und b = -0.8758.

Aufgabe 2:

Überlege Dir genau, welche Abstände zwischen der Sigmoid-Funktion und den Messwerten minimiert werden. Entspricht die gefundene Lösung wirklich der Kleinstquadratlösung für die gegebenen Messwerte und die Funktion?
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Damit wir die korrekte Kleinstquadrat-Lösung erhalten, müssten wir den Ausdruck 




minimieren. Aber wenn wir das linearisierte Gleichungssystem aus Aufgabe 1b) lösen, dann minimieren wir folgenden Ausdruck:

In beiden Fällen erhält man unterschiedliche Kurven. Die Lösung des linearisierten Gleichungssystems ist also nicht optimal für die Original-Gleichung.

 Lernaufgabe "Kleinstquadrat-Methode - Polynomapproximation"

Aufgabe 1:

a) Betrachte nochmals die Gleichung (4) aus der letzen Lernaufgabe. Du berechnest dort die zwei Unbekannten a und b der Geraden. Die Gleichung der Geraden lautet dann:
y=ax + b.


b) Erweitere die linke Seite des Gleichungssystems, so dass anstelle einer Geraden eine Parabel dargestellt wird. Wie muss die linke Seite von Gleichung (4) aussehen, damit Du allgemein ein Polynom vom Grad n durch die Messpunkte legen kannst ?
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Fall für ein Polynom vom Grad n und 20 Messpunkte:

Aufgabe 2:

f) Setze im ersten Applet mit der Maus drei Messpunkte und lasse dann das Programm eine Parabel (ein Polynom vom Grad 2) durch die Punkte legen. Setze dann weitere Punkte. Bei wievielen Messpunkten geht die Kurve exakt durch die Punkte und wann nicht mehr ?

Eine Parabel geht exakt durch 3 Punkte. Es gibt allerdings auch Ausnahmen, wenn beispielsweise zwei Punkte genau den selben X-Wert, aber unterschiedliche Y-Werte haben. Bei 4 und mehr Punkten geht die Parabel nicht mehr durch die Punkte, ausser die Punkte sind ganz speziell angeordnet.


g) Verallgemeinere die Lösung aus a). Wenn Du ein Polynom vom Grad n hast, wieviele Punkte kannst Du dann setzen, damit das Polynom noch exakt durch die Punkte geht ?


Ein Polynom vom Grad n geht exakt durch n+1 Punkte. Auch im allgemeinen Fall gelten die Ausnahmen von Aufgabe a).


h) Wenn man den Grad des Polynoms zu hoch wählt, dann kann das Polynom zu schwingen beginnen. Lade im 1. Applet die Punkte-Menge 1. Dies sind die Messpunkte aus der 1. Lernaufgabe. Beobachte, was an den Rändern und zwischen den Messpunkten passiert, wenn Du den Grad des Polynoms erhöhst.

Wenn der Grad des Polynoms zu hoch gewählt wird, dann ist das Polynom je nach Punktwolke sehr "unruhig". Ausserdem bewirkt bereits eine kleine Verschiebung eines Punktes eine starke Veränderung der Kurve.

i) Ist die Polynom-Approximation bei diesen Messwerten sinnvoll ?

Nein, die Polynomapproximation ist bei diesen Messwerten nicht sinnvoll.

a = -3


b = -14
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