Lineare Gleichungssysteme

Aufgaben

Version vom 9. Oktober 2013

A Lineare Gleichungssysteme, zwei oder drei Unbekannte

Grundbegriffe
1. Begriinde oder widerlege folgende Aussagen iiber die Gleichung 3x + 4y = 24

a) Eine Losung der Gleichung lautet 2z =4 und y=3.
b) Das Zahlenpaar (4|3) ist eine Losung der Gleichung.

c) Fiir jedes t € R gehort der Punkt mit Koordinaten (4¢|6 — 3t) zur Losungsmenge
der Gleichung.

d) Die Losungsmenge der Gleichung ist eine Gerade.
e) Die Losungsmenge der Gleichung ist die Gerade mit der Steigung % durch den
Punkt P(80).

2. Welche der folgenden Paare von Gleichungen sind dquivalent?

a) r+2y=4 und zx+2y—1=3
b) —x4+y=0 und —2x+4+2y=2
c)2e+3y=4 und 3x+4y=>5

3. Gegeben ist die Gleichung g: %a: + %y =1

a) Wie lautet eine zu g dquivalente Gleichung mit ganzen Koeffizienten?
b) Fir welche Zahlen a, b ist g dquivalent zu  y = ax + b?
Ist die Antwort eindeutig?

4. Begriinde oder widerlege:
Die Losungsmenge der Gleichung 4z — 7y = 32  ist gegeben durch:

a) {8+ 1s,s)|seR}
b) {(8 +7t,4t) |t € R}
c) {(1+7Tu,—4+4u) |ueR}
d) {(1+4 7v,4v) |v € R}

5. Begriinde oder widerlege die folgenden Aussagen:

a) Wenn eine lineare Gleichung mit 3 Unbekannten die Losung (0,0, 0) besitzt, so ist
die Gleichung homogen.



b) Wenn eine lineare Gleichung mit 3 Unbekannten die Losung (1,2, 3) besitzt, so ist
die Gleichung inhomogen.

6. Begriinde oder widerlege folgende Aussage iiber ein lineares Gleichungssystem:

a) Sind alle Koeffizienten rational, so gibt es ein dquivalentes System mit ganzzahligen
Koeffizienten.

b) Sind alle Koeffizienten ganzzahlig, so sind alle Losungen rational.

c) Ist das System linear und homogen mit rationalen Koeffizienten, so ist es genau
dann regulér, wenn die Nullosung die einzige ganzzahlige Lisung ist.

Geometrie der Losungsmenge

7.

10.

11.

Gegeben sind die Gleichungen mit zwei Unbekannten

a) =2 genauer z+0-y=2
b) y=x—2
c) z+2y=4

Stelle die Losungsmengen in einem Koordinatensystem graphisch dar.

. Lose das Gleichungssystem

r+2y =
—2z4+y = 6

a) graphisch
b) durch Handrechnung

. Es seien (x1,y1) und (z2,y2) zwei Losungen der Gleichung g: 4x + 3y = 18.

Begriinde oder widerlege die Behauptungen:

a) Das Paar (x1 — x2,y1 — y2) lost die zugehorige homogene Gleichung 4z + 3y = 0
b) Das Paar (1 (z1 + 22), 5(y1 + y2)) ist eine Lésung der Gleichung g.

c¢) Fiir jede Zahl u ist auch (uxy + (1 —w)ze,uy1 + (1 — u)y2) Losung von g.

d) Die Menge {(uzi+ (1 —wu)za,uyr + (1 —u)y2) |0 < u < 1} beschreibt alle Punkte

der Strecke zwischen (x1,y1) und (z2,y2).

Angenommen, (z1,y;) und (x2,y2) seien zwei Losungen der Gleichung g: ax + by = c.
Begriinde oder widerlege die Behauptungen:

a) Das Paar (x1 — x9,y1 — y2) lost die zugehorige homogene Gleichung ax + by = 0
b) Das Paar (4(z1 + x2), 3(y1 +y2)) ist Losung der Gleichung g.

c¢) Fiir jede Zahl u ist auch (uzy + (1 — u)xe,uy; + (1 — u)y2) Losung von g.

d)

Fiir alle a, b, ¢ ist die Losungsmenge der Gleichung ax + by = ¢ eine Gerade.

Wir betrachten eine Gleichung e: 3z —4y+5z = 60 mit drei Unbekannten. Begriinde
oder widerlege:

a) (20,0,0), (0,—15,0), (0,0,12) sind Losungen.



b) (5,0,9), (0,10,20), (24, 3,0) sind Losungen.
c¢) Die Losungsmenge von e ist keine Gerade.
)

d

e) Stelle die Losungsmenge von e in einem Schrigbild graphisch dar.

Die Losungsmenge von e ist eine Ebene.

12. Stelle alle prinzipiell moglichen Félle fiir die gegenseitige Lage von drei Ebenen im Raum
zusammen. Charakterisiere jeden der Fille mit einer Skizze, welche die gegenseitige Lage
der drei Ebenen schematisch zeigt.

13. Verschiedene lineare Gleichungssysteme mit drei Unbekannten wurden in Matrixform
mit Aquivalenzumformungen bearbeitet. Hier sind die Antworten:

[1.0 2 ] 0 102 | 1
P=10131]0 Q=013 | -1
000 | O 0007 o0
(102 | 0 100 | -3
R=1013 | -1 S=1010 | 4
000 | 4 001 ] 1
1 -1 0] o0 _
T_O()l‘_1 U=[1 -1 1] 1]

a) Beschreibe fiir jedes der Systeme die geometrische Gestalt der Losungsmenge in
Worten.
b) Fiir welche der Losungsmengen ist eine Parameterdarstellung sinnvoll? Wie lautet

diese?



B Gausselimination, von der Handrechnung zum CAS-Einsatz

Hinweis
Die Aufgaben dieses Abschnitts sollen mehrfach bearbeitet werden und zwar
e von Hand oder interaktiv mit dem CAS

e mit einem auf lineare Gleichungssysteme zugeschnittenen Werkzeug wie rref(), simult(), Simul-
taneous Eqn Solver

e mit allgemeinen CAS-Werkzeugen wie solve(), zeros()

Was bezweckt diese mehrfache Bearbeitung? Nur sie erlaubt Vor- und Nachteile der verschiedenen
Losungsarten zu vergleichen. Nur so kannst du erfahren, welches Werkzeug des CAS fiir welche Aufgabe
taugt. Beachte auch, dass die Wahl der Werkzeuge auch von den Datentypen in der Aufgabenstellung
abhéngt (zB numerische Daten, symbolische Daten)

Erstelle eine Ubersicht zu Vor- und Nachteilen der verschiedenen Werkzeuge, wie du sie personlich
erfahrst. Wie beurteilen andere Leute in deiner Klasse die entsprechenden Erfahrungen? Es ist inter-
essanter, wenn ihr eure Antworten erst am Schluss der Ubung vergleicht. Ein Vergleich ist nur maglich
wenn alle auf dieselben Merkmale achten:

e welchen Aufwand erfordert die Eingabe im Rechner?
e welche Antworten (Form und Inhalt, Datentyp) erzeugen die verschiedenen Methoden?

e wie gross ist der Aufwand, um die Losungsmenge zu bestimmen und sie auf Korrektheit zu
priifen?

Aufgaben

1. Welches sind die Losungen von folgenden Gleichungssystemen?

z+2y = 3 z+2y = 0 z+2y = 0
3r+4y = 5 dr+5y = 6 dr+5y = 0
2 1
2 .2 > — 0
2p—q = 0 2u°—v* = 0 p q
— 2 2 _ 1 2
p+2¢g = 10 u” 420" = 10 4+ = 10
p g

2. Lose das Gleichungssystem

—V2-z4+y = 0
665857x — 470832y =

a) graphisch durch eine gute Skizze

=3

mit solve() im mode exact

o

mit solve() im mode approximate

)
)
)
)

o,

mit Handrechnung, wobei zu beachten ist, dass v/2 irrational ist.

Was bedeutet das Ergebnis algebraisch, numerisch, geometrisch?



3. Bestimme alle Losungen der Gleichungsysteme. Welche geometrische Gestalt

Losungsmenge?
r+s+t = 1 r+s+t =
r+2s+4t = 2 r+2s+4t =
r+3s+9 = 6 r+3s+9t =
r+2s+3t = 0 u+2v =
dr+5s+6t = 0 v+2w =
r+8s+9t = 0 w + 2u
b—2¢c =1 b—2c =
a—c = 2 a—c =
2a—b = 3 20 —b =

r+2s+ 3t
4r + 5s + 6t
r+ 8+ 9t

hat die

4. Mit m wird in den folgenden Gleichungssystemen ein formaler Parameter bezeichnet.

m-u+v+tw =
ut+m-v+tw =

utvt+m-w =

m-u—+v+w
u+m-v+w = 0
ut+v+m-w = 0

Fiir welche Werte von m ist das jeweilige System reguldr? Warum muss die Antwort in
beiden Fillen gleich lauten? Verwende beim Losen

a) einen Solver, der formal algebraisch und exakt rechnet.

b) Handrechnung oder interaktive Zeilenumformung mit dem CAS und Gausselimi-

nation.

5. Mit a, b, ¢ werden drei formale Parameter bezeichnet.

a;+a-y+a2-z
T+b-y+bz
:n—i—c'y—i—cQ-z

b
c

a

Unter welchen Bedingungen an (a, b, ¢) hat das System genau eine Losung?

a) Beantworte die Frage durch Zeilenumformung von Hand oder interaktiv mit dem
CAS. Welche Fallunterscheidungen sind nétig?

b) Wende rref() auf die Matrix des zugehérigen homogenen Systems an.

c) Wende rref() auf die Matrix des inhomogenen Systems an.

d) Lose das Gleichungssystem im Falle a = b = ¢ auch mit solve(. .. )Ja=b and b=c.

Inwiefern widerspricht das Verhalten des CAS dem Satz der die Losungsmenge eines
linearen Gleichungssystems in Zusammenhang mit der Losung der zugehorigen homo-

genen Gleichung stellt?



C Allerlei Beispiele und Anwendungen

Es folgen einige ausgewahlte Anwendungen linearer Gleichungssysteme. Bei manchen Anwen-
dungen sind einige Kenntnisse aus dem jeweiligen Fachgebiet nétig, bis die linearen Glei-
chungen formuliert sind. Die Losung ist eine rein mathematische, ja sogar algorithmische
Angelegenheit. Die Kontrolle der mathematilschen Losung und ihre Interpretation muss vor
dem fachlichen Hintergrund erfolgen. Daher sind Anwendungen ab und zu anspruchsvoll.

Aufgaben

1. Pyrit FeSs und Sauerstoff Oy verbrennen zu Schwefeldioxid SOs und Roteisenstein
FeyO3. Fiir welche positiven ganzen Zahlen p, ¢, u, v stimmt die Bilanz der Teilchen-
sorten vor und nach der Reaktion p FeSo + ¢ Oy — u FesO3 + v SOy 7

2. Von drei Milchsorten sind folgende Angaben bekannt

Milchsorte || A | B | C
Fettgehalt || 3% | 4% | 6%
Literpreis || 0.4 | 0.6 | 0.8

a) Wie lassen sich die Sorten mischen, um Milch mit 5% Fettanteil zu erhalten?

b) Welches ist die preisgiinstigste Mischung? Wie gross ist dann der Literpreis?

3. Bekanntlich lisst sich jeder Kreis in der xy-Ebene durch eine Gleichung der Art z% +
y? 4+ ax + by + ¢ = 0 beschreiben.

a) Wie lautet die Gleichung des Kreises, der durch die Punkte (7| —2), (5| —4), (—3|4)
verlauft?

b) Wie lautet die Gleichung der Kugel, welche durch die vier Punkte (7|6|3), (0[4|8),
(8] —4]4), (1]0]9) verlduft?

4. Fiir welches kubische Polynom p:z +— p(z) = ax® +b2x? +cx+d gilt p(1) = 7,
p(3) = —11, p(5) = —1 und p(6) = 207
Wie gross sind p(2) und p(4)?
Ist die Antwort eindeutig?

5. Wie gross ist die Summe der ersten n Quadratzahlen? Es ist bekannt, dass die Funktion

n
So 1M Z k? ein kubisches Polynom ist.
k=0

n
a) Fiir welche Zahlen a, b, ¢, d gilt Z E=anP+bm?>+en+d?
k=0
b) Wie gross ist s2(106)?
n
c) Wie lautet eine entsprechende Summenformel fiir s3 : n Z K32
k=0

6. Der Rechenaufwand fiir eine Multiplikation oder Division mit zwei r-stelligen Gleit-
kommagzahlen ist deutlich grosser jener als fiir eine Addition oder Subtraktion. Es ist
daher iiblich, den Rechenaufwand fiir gewisse Algorithmen so abzuschétzen, dass nur



die Operationen zweiter Stufe gezéhlt werden. Wir betrachten ein lineares Gleichungs-
system mit n Gleichungen und n Unbekannten. Die zugehorige n x (n+ 1)-Matrix werde
mit Gausselimination bearbeitet. Wie viele Operationen zweiter Stufe bendtigt dieses
Verfahren hochstens?

a) Wie lautet eine rekursive Beschreibung des Rechenaufwandes?
b) Mit welcher Formel lésst sich der Aufwand direkt bestimmen?

c) Wie verdndert sich der Rechenaufwand, wenn die Grosse des Gleichungssytems
verdoppelt wird? [asymptotische Ndherung geniigt]

7. In einem magischen Quadrat werden n x n Zahlen so angeordnet, dass die Summen in
allen Zeilen, die Summen in allen Spalten und in den beiden Diagonalen je denselben
Wert ergeben.

a) Welche magischen 3 x 3-Quadrate gibt es?
b) Gibt es solche, in denen jede der Ziffern 1,2,...,9 auftritt?

c¢) Begriinde oder widerlege: Jedes magische n x n-Quadrat ist Losung eines Systems
von homogenen linearen Gleichungen.

d) Begriinde oder widerlege: Summen und skalare Vielfache von magischen n x n-
Quadraten sind magisch.

8. Fiir jedes konvexe Polyeder mit F Ecken, K Kanten und F' Flachen gilt nach Euler’s
Polyedersatz die Beziehung £ — K + F' = 2.

a) Angenommen, ein konvexes Polyeder besteht aus genau p Fiinfecken und h Sechs-
ecken, wobei in jeder Ecke drei Kanten enden. Welche Einschrinkungen ergeben
sich aus diesen Angabe fiir die moglichen Anzahlen p und h?

b) Begriinden oder widerlegen Sie: Es gibt nur endlich viele Typen von konvexen
Polyedern, die aus lauter Dreiecken aufgebaut sind, wobei in jeder Ecke drei, vier
oder fiinf Kanten zusammenkommen.



D Weitere Experimente und Erfahrungen mit dem CAS

Das CAS ist weder numerisch noch beim formalen Rechnen ein absolut zuverldissiges Werk-
zeug. Unabhdngige Kontrollen sind unabdingbar.

Hinweis Es ist zu erwarten, dass gewisse Ergebnisse je nach dem verwendeten Produkt oder
der Softwareversion unterschiedlich ausfallen kénnten.

Formale Berechnungen

1. Wir betrachten das Gleichungssystem

r+ay = b (1)
—rz+by = a (2)

Hinweis: Gleichung (1) soll auf auf gl und Gleichung (2) auf g2 gespeichert werden. Das
CAS behandelt gl und g2 als Gleichungsobjekte.

a) Lose das Gleichungssystem von Hand. Unter welchen Bedingungen existiert genau
eine Losung? Sind die Bedingungen notwendig oder hinreichend?

b) Bearbeite das Gleichungssystem mit dem CAS interaktiv:
Wie interpretiert das CAS die Befehle gl+g2 und (gl+g2)/(a+b)?
Wie lésst sich das System mit dem CAS interaktiv 16sen?
Welche Unterschiede zur Handrechnung stellst du fest?

c) Welche Antwort liefert der Befehl solve(gl and g2, {z,y})?
d) Welche Antwort liefert der Befehl solve(gl and g2, {x,y,a,b})?

e) Vergleiche die verschiedenen Losungsarten. Unter welchen Bedingungen findet das
CAS die vollstindige Losung?

m_1a|b
-1 b | a

die Matrix zur vorangehenden Aufgabe. Welche Antwort findes das CAS bei folgenden

2. Es ist

Eingaben?
a) rref(m)
b) rref(m)|a=1 and b=-1
c) rref(m)
ans(1) |a=1 and b=-1

Wie werden die Eingaben in den Féllen (b) und (c) vom CAS verarbeitet?

3. Lose die Gleichungssysteme von Hand und mit dem CAS. Vergleiche und kommentiere
die Ergebnisse.

ax+biy = 0 ar+biy = k
ax+by = 0 asx +boy = ko

a) Wie viele Fallunterscheidungen sind bei der Handrechnung nétig?



b) Begriinde oder widerlege:  ajbs — agb; # 0 gilt genau dann, wenn das System
reguldr ist.

c) Wie viele Tests sind im singulidren Fall — a1by —agb; =0 nétig, um die Losungs-
menge genau zu identifizieren?

d) Wende rref() auf das homogene Gleichungssystem an. Welcher Unterschied zur
Antwort der Handrechnung zeigt sich?

e) Wende rref() auf das inhomogene Gleichungssystem an. Welchen Unterschied zur
Antwort der Handrechnung bemerkst du?

f) Was bewirkt der Befehl zeros({al*z +bl*y,a2*x +b2xy}, {z,y,al,a2,b1,b2})?
Wie lautet der entsprechende Befehl zum Bearbeiten der inhomogenen Gleichung
und was bewirkt er?

4. Wie viele Fallunterscheidungen sind notig, wenn n lineare Gleichungen mit n Unbekann-

ten und einer allgemeinen Koeffizientenmatrix durch Aquivalenzumformungen mit dem
Gaussalgorithmus gelst werden sollen? Warum wird beim Einsatz eines CAS auf diese
Fallunterscheidungen verzichtet?

Determinanten

Benutze die Operationen rref(), det(), solve() oder zeros(), um folgende Fragen zu beantworten:

d.

Fiir welche Zahlen p werden die folgenden homogenen linearen Gleichungssysteme sin-
guldr?

(1-p)-2+2y = 0 r+2y = 0 (1-p)-z+2y =
3r+4y = 0 3r+(4—p)-y = 0 3x+@d—p)y =

. Wir betrachten das Gleichungssystem mit einem Parameter a.

(a+1)z+y = 1
r+@a—-1)y = 0

a) Begriinde oder widerlege: Fiir alle Zahlen a € Q ist das Gleichungssystem regulér.

b) Fiir welche a € R hat das System genau eine Losung, fiir welche ist es losbar?
Fiir welche Zahlen b hat das Gleichungssystem

b-xt+y+z =
r+b-y+z = 0
r+y+b-z =

genau eine Losung, fiir welche ist es losbar?

. Fiir welche Zahlen ¢ hat das Gleichungssystem

cor+y+z = 1
rT+cy+z = c
r+yt+c-z =

genau eine Losung, fiir welche ist es losbar?



9. Fiir welche Zahlen d hat das Gleichungssystem

d-z+y+z = 0 d-x+y+z =
r+d-y+3z = r+d-y+3z =
r+dy+d-z = 0 x+by+d-z = 0

genau eine Losung, fiir welche ist es 16sbar? Wie hingt die Antwort vom verwendeten
Mode ab? (Mode approximate und Mode exact)

10. Im folgenden Gleichungssystem sind x, y, 2z die Unbekannten. Die Zahl e tritt als formaler
Parameter auf:

e-x+y—2z = 1
T—y+2z2 =
2r—y+e-z =
a) Lose das Gleichungssystem mit solve() oder rref() Welche Werte von e erfordern
eine Sonderbehandlung?

b) Berechne die Determinante der Matrix des Gleichungssystems. Wie viele Son-
derfélle fiir die Wahl von e sind zu erwarten?

c) Fiir welche Werte von e ist das System
- regular?
- unlésbar?
- nicht eindeutig losbar?

Wo versagt das CAS?

11. Inwiefern ergénzt die Berechnung der Determinante die Anwendung von rref(), solve()
oder zeros()?
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Numerische und symbolische Berechnungen mit dem CAS

Das Verhalten des CAS soll in Experimenten getestet werden. Dazu dienen die folgenden
Aufgaben. Die Beispiele sind teilweise so konstruiert, dass sie Extremfille behandeln. Jede
uns bekannte Fehlerart soll erfahrbar gemacht werden. Das Fazit: Kontrollen sind auch beim
‘exakten’ Rechnen mit dem CAS nétig, um Fehler zu erkennen und zu vermeiden. Die wich-
tigsten Erfahrungen zum Verhalten des CAS sollen dokumentiert, diskutiert und zum Schluss
knapp zusammengefasst werden.

12. Drei lineare Gleichungssysteme wurden mit Aquivalenzumformungen auf Dreiecksform
gebracht. Hier sind die Antworten:

101 | 2 101 | 2 101 | 2
A=|l0 10| 1| B=|010 | 1| c=|010 | 1
000 |1 000 | 1IE-12 000 | 1IE-15

a) Begriinde oder widerlege: Die drei Gleichungssysteme sind dquivalent.

b) Berechne rref(A), rref(B), rref(C) exakt und numerisch. Welche Folgerung ergibt
sich aus den Ergebnissen?

13. Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem, dessen Matrix

1 2] 5
2 3| 8
3 4 | s+11

noch von einer frei wiahlbaren Zahl s abhéingt. Berarbeite die folgenden Fragen.

a) Berechne rref(M(0)) und rref(M(1)).

b) Berechne rref(M(107!)) und rref(M(10712)) sowohl numerisch als auch formal
exakt.

c) Berechne formal rref(M(s)).
d) Fiir welche Werte von s ist das Gleichungssytem mit der Matrix M (s) losbar?

14. In den folgenden Beispielen sei s > 0

(1 1-s | 1 1 1-s |1
A(S)_[1 1—|—s|0} B =114 1 |0

a) Berechne rref(A(s)) und rref(B(s)) formal exakt.

b) Warum sind die zu den Matrizen A(s) und B(s) gehorigen linearen inhomogenen
Gleichungssysteme regulér?

c) Wihle s = 0.1; die Matrizen A(0.1) und B(0.1) beschreiben je ein lineares Glei-
chungssystem. Wie lauten deine Ndherungslosungen bei der graphischen Losung in
einem Koordinatensystem? Was bemerkst du? Vergleiche die gefundenen Antwor-
ten mit den numerischen Niherungen, die mit rref(A(0.1)) und rref(B(0.1)) erzeugt
werden.

d) Setze fiir s der Reihe nach 1075, 107, 10~® ein und lasse rref(A(s)) und rref(B(s))
vom CAS numerisch bestimmen.
Wie lautet das Ergebnis bei exakter Rechnung?
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e) Fiihre die folgenden Befehle der Reihe nach aus:
DelVar s rref(A(s)) — E(s) E(1077)
DelVar s rref(B(s)) — F(s) F(1077)
Vergleiche die Ergebnisse der numerischen und der formal exakten Berechnung mit
den Antworten der vorangehenden Frage.

15. Lose das Gleichungssystem
V2.x+ y = 1
665857x + 470832y = 470832
mit dem CAS numerisch und formal exakt. Was beobachtest du und wie erklarst du
die Beobachtung? Was bedeutet die numerische Lésung geometrisch, was die exakte
Losung?
16. Wir betrachten zwei homogene lineare Gleichungssysteme mit Matrizen A und B gege-
ben durch: ) )
(V6 —4) -2 V6
A= V2 2(/3-2) V2
—2v/2 0 2(v/2-2) |
und ) )
Wo-4) VI 2
B = -2 2(v/3 - 2) 0
[ V6 V2 2(V2-2) |
Beachte, dass A aus B entsteht, indem die Zeilen von B als Spalten von A geschrieben
werden (Transposition). Begriinde oder widerlege:
a) Das Gleichungssystem mit der Matrix A ist regulér.
b) Das Gleichungssystem mit der Matrix B ist regulér.
Fiihre alle Berechnungen im Mode approximate und im Mode exact aus. Kommentie-
re die Ergebnisse. Welches Ergebnis verbliifft? Berechne auch det(A) und det(B) mit
verschiedenen Mode-Einstellungen.
Hinweis: Ist A die transponierte Matrix von B, so gilt det(A) = det(B).
17. Formuliere deine Erfahrungen zum Thema Numerik und Kontrollen kurz und klar.
Plausibilitatstests

Wenn ein Ergebnis garantiert richtig sein muss, geniigt eine einzige Rechnung nie. Kontrol-
len sind ndtig. Absolute Sicherheit gibt es selten. In der Praxis muss auch die Qualitdt der
Daten in die Beurteilung einbezogen werden. Wie genau sind die Daten? Wie wirken sich die
Ungenauigkeiten auf die Ergebnisse der Rechnung aus? Bei stabilen Problemen haben kleine
Variationen nur kleine Auswirkungen. Wie lassen sich instabile Probleme erkennen?

18.
19.

20.

Warum ist eine Uberpriifung mit dem CAS nicht immer zuverlissig?

Formuliere einige Ideen, um falsche oder unvollstiandige Antworten eines CAS zu entde-
cken.

Schlage einige Massnahmen vor, um Antworten eines CAS auf Plausibilitidt zu testen.
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