3 Kreise,
die auf Kreisen kreisen

Gleichférmige Kreisbewegungen oder harmonische Schwingungen werden als
elementare Bausteine benutzt, um komplexere Bewegungen zu erzeugen.
Prototypen sind die Epizykelmechanismen des ptoleméischen Weltbildes.
Die zugrundeliegende mathematische Methode ist &uflerst fruchtbar, was
sich in vielen Anwendungen zeigt.

Voraussetzungen

Analysis: Trigonometrische Funktionen, Parameterdarstellungen von Kur-
ven. Das Kapitel 2 kann als Vorbereitung benutzt werden.

Ziel

Eine Bemerkung iiber die historische Entwicklung einer Methode. Beispiele
zur Uberlagerung von gleichformigen Kreisbewegungen verschiedener Fre-
quenzen, Behandlung von trigonometrischen Polynomen in der komplexen
Darstellung, Epizykeldarstellung, Rollkurven, Spirographen und Fouriersyn-
these, Vorbereitung auf die Fourieranalyse.

32



e . TSI

Abbildung 3.1: Ptoleméisches Weltbild
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3.1 Das Weltmodell des Ptoleméius

ProLEMAUS war einer der fithrenden Geografen und Astronomen der spéiten
Antike. In seinem Weltmodell wird die Bewegung der Sonne, des Mondes,
der damals bekannten Planeten und der Fixsterne vom Standpunkt eines
Betrachters auf der Erde beschrieben. Das Modell ist geozentrisch. Deshalb
hat es heute keinen guten Ruf mehr, zu Unrecht, wie wir bald sehen werden!
Es handelt sich hier nicht darum, geozentrische Modelle zu verteidigen, son-
dern die mathematische Idee sichtbar zu machen, welche das ptoleméische
Weltbild verkorpert.

Die einfachste Bewegung fiihren die Fixsterne aus. Sie drehen sich téglich
einmal (genauer einmal pro Sterntag) mit einer gleichférmigen Kreisbewe-
gung um den Himmelspol. Wer den Nachthimmel betrachtet, sieht die Posi-
tionen der Planeten vor dem Hintergrund des Fixsternenhimmels. Und wer
oft und mit System beobachtet, stellt fest, dass Planeten gelegentlich eigen-
artige Schleifenbewegungen vor diesem Hintergrund ausfithren, ganz so, als
ob sie noch um unsichtbare Punkte kreisten, die selbst eine Kreisbewegung
ausfithren.

2400 2200 2000 0100 2400 2300

Abbildung 3.2: Planetenschleifen

Das Modell von PToLEMAUS besteht aus Kreisen, die auf Kreisen kreisen:
Deferenten, Epizykel, Epi-Epizykel und ... Warum konnte dieses Weltmodell
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bei der damaligen wissenschaftlichen Elite, den Astronomen und Astrologen
wahrend iiber tausend Jahren bestehen? Es gibt zwei wichtige Griinde:

1. ProrLEMAUS hat eine induktive Methode befolgt und mit Erfolg
Beobachtungen geometrisch modelliert.

2. Die antike Spitzentechnik war in der Lage, derartige Modelle in
mechanische Rechengerite umzusetzen.

Bekannt ist ein Fundstiick, das Fischer um 1900 vor der Insel Antiky-
thera geborgen haben. DEREK DE SOLLA PRICE untersuchte das Fundstiick
1972 mit Rontgentechnik. Es gelang ihm, die Funktion des Mechanismus zu
entschliisseln: Es war ein mechanischer Kalenderrechner, der unter anderem
die Mondphasen zeigen konnte (Abbildung 3.3).

Eine tiefere Antwort auf die Frage, warum die Methode des PTOLEMAUS
Erfolg hatte, liefert die sogenannte Fourieranalyse, die erst in der Riickschau
als eine Weiterentwicklung der Epizykeltheorie erkennbar ist. Es wére inte-
ressant zu wissen, wie PToLEMAUS von den Daten zum Modell gelangte. Aus
heutiger Sicht ist klar, dass geeignete Epizykelmechanismen mit einer hinrei-
chenden Anzahl von Kreisbewegungen ganz allgemeine periodische Natur-
vorgéange zu beschreiben vermogen und zwar mit einer Genauigkeit, die im
wesentlichen nur durch die Qualitét der Beobachtungen begrenzt wird. Die
Vorhersagekraft ergibt sich allein schon aus der Annahme, dass sich die be-
schriebenen Vorgénge periodisch wiederholen. Alles, was beobachtet wurde,
wird sich ja immer von neuem wiederholen. Die Epizykeltheorie hat keinen
weiteren Erklarungswert. Es gibt gar kein Bediirfnis nach einer kausalen Er-
kldrung, denn das Modell funktioniert ja. Es bedarf also keiner Theorie, die
sagt, weshalb das so ist. Dies ist fiir eine junge Wissenschaft ein gewaltiger
Vorteil, auch heutzutage!

Erst zu Beginn der Neuzeit wurden die Beobachtungen so gut, dass die
Weiterentwicklung des Modells sehr aufwendig geworden wére und die Wis-
senschaft begann, neue Fragen zu stellen, Fragen nach dem Grund, nach
einfachen Prinzipien, aus denen alles andere nach geometrischen oder ma-
thematischen oder logischen GesetzmiBigkeiten abgeleitet werden konnte.
Die Naturbeschreibung sollte nach dem Vorbild der euklidischen Geometrie
axiomatisch aufgebaut sein. Dieser Anforderung war das Modell von PTo-
LEMAUS nicht mehr gewachsen, wohl aber die Physik von NEwWTON.

Die Idee der Methode von PToLEMAUS hat jedoch in der Mathematik
iiberlebt, unter anderem Namen freilich und mit Weiterentwicklungen. Ein
wesentlicher neuer Gesichtspunkt wird erst im folgenden Kapitel ins Spiel

35






kommen, wenn eine Verbindung zur Methode der kleinsten Quadrate her-
gestellt wird. Hier soll nur der geometrische Zusammenhang weiterverfolgt
werden. Er ldsst sich herstellen, indem die Zuordnung ¢ +— exp(it) als gleich-
formige Bewegung auf dem Einheitskreis in der komplexen Zahlenebene
interpretiert wird. Jedem Epizykelmechanismus entspricht ein «trigonomet-
risches Polynom» der Art

N
P(t) =Y Crexp(iwkt)

k=0

mit komplexen Amplituden Cj und rationalen Kreisfrequenzen wy. Denn
jeder Summand Cj, exp(iwgt) beschreibt eine Kreisbewegung, und jedes ra-
tionale Verhéltnis von Kreisfrequenzen lisst sich — mindestens im Prinzip —
durch Zahnradiibersetzungen realisieren.

Eine entscheidende Frage lautet: Welche Kurven lassen sich durch «Epi-
zykelmechanismen» in der (komplexen) Ebene darstellen? Dies ist eine sehr
schwierige Frage. Die Antwort wird einfacher, wenn «darstellen» durch
«anndhern innerhalb einer vorgegebenen Toleranz und fiir eine beschrank-
te Zeit» ersetzt wird. Ein berithmter Satz von WEIERSTRASS beantwortet
die analoge Frage fiir Uberlagerungen von harmonischen Schwingungen mit
Kreisfrequenzen w, 2w, 3w, ... Untechnisch formuliert und im Spezialfall
w = 1 lautet die Antwort so:

Approximationssatz von Weierstrass

Ist f:R — R eine beliebige 2m-periodische stetige Funktion und ist der Graf
von f mit einer beliebig feinen «Strichdicke» s > 0 aufgezeichnet, so gibt
es ein trigonometrisches Polynom

N

p:t— Z Ay, cos(kt + ¢r),
k=0

dessen Graf sich innerhalb der «Strichdicke» nicht von jenem von f unter-
scheidet.

Dieses Ergebnis ist hochst bemerkenswert, weil trigonometrische Poly-
nome sehr spezielle Beispiele von stetigen periodischen Funktionen sind.

Der Zusammenhang mit der Methode von PToLEMAUs kann iiber die
komplexe Darstellung von harmonischen Schwingungen hergestellt werden.
Die einzelnen Summanden Ay, cos(kt+¢y,) lassen sich durch Epizykelmecha-
nismen darstellen, beispielsweise gilt cos(t) = 1 (exp(it) + exp(—it)). Durch
Uberlagerung einzelner Mechanismen wird die Summe gebildet.
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Mit andern Worten: Fiir alle praktischen Zwecke kann die Methode
von PToLEMAUS zur Beschreibung von (stetigen) periodischen Vorgingen
f:t — f(t) auf der Zahlgeraden R mit Erfolg angewendet werden, wenn
der notige Aufwand getrieben wird, genauer, wenn ein geeignetes trigono-
metrisches Polynom von geniigend hohem Grad verwendet wird.

Der «Umweg» iiber die komplexe Exponentialfunktion ist an sich nicht
notig. Er bringt die Epizykelmechanismen ins Spiel, bietet begriffliche Ver-
einfachungen und spéter rechentechnische Vorteile. Es ist sonst nicht iiblich,
PTOLEMAUS in diesem Zusammenhang zu erwahnen. Die moderne Fachspra-
che kennt «Fouriersynthese» und «Fourieranalyse». Die «Synthese» behan-
delt den Aufbau von Bewegungen aus gleichformigen Kreisbewegungen oder
von Funktionen aus harmonischen Schwingungen und ihren Oberschwin-
gungen. Der Approximationssatz von WEIERSTRASS sagt, dass als Ergebnis
solcher Uberlagerungen «fast» alles zu erwarten ist. Durch «Analyse» wird
eine gegebene (stetige) 2m-periodische Funktion in harmonische Bestandteile
zerlegt. PToLEMAUS hat mit rund 1500 Jahren Vorsprung eine Methode er-
ahnt, die von EULER, BERNOULLI und FOURIER wiederentdeckt und kréftig
ausgebaut wurde.

Stellt man Funktionen durch Lichtschwingungen dar, so geniigt ein Pris-
ma, um die «Analyse» oder die «Synthese» durchzufithren. Das Prisma
zerlegt das Frequenzgemisch in einzelne reine Farbanteile («Regenbogenfar-
ben», reine harmonische Schwingungen) und es ist in der Lage, reine Spekt-
ralfarben zu einem Gemisch zu vereinigen. Wir beschiiftigen uns zunéchst
mit der Synthese von Kurven aus Kreisbewegungen.
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3.2 Rollkurven, Spirographen

Manche Uberlagerungen von Kreishewegungen lassen sich mechanisch rea-
lisieren, so etwa bei dem als Spirograph™ bezeichneten Spielgerdt. Beim
Spirographen wird ein Zahnrad auf einem Zeichenblatt befestigt und ein
zweites Zahnrad rollt auf dem ersten innen oder auflen ab. Das zweite Zahn-
rad weist Offnungen auf, in welchen ein Zeichenstift mitgefithrt werden kann.
Der Stift hinterlédsst so auf dem Zeichenblatt eine Spur.

Abbildung 3.4: Spirograph™
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Abbildung 3.5: Spirographenbild
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Mit einem Spirographen erzeugte Bewegungen lassen sich analytisch
beschreiben. Betrachten wir zuerst einen Spezialfall, Rollkurven (Abbil-
dung 3.6). Auf einem festen Kreis mit Zentrum O und Radius R rollt ein
Kreis mit Radius r ab. Jeder Punkt auf der Peripherie des rollenden Kreises
erzeugt als Spur seiner Bewegung eine Rollkurve.
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Abbildung 3.6: Erzeugen einer Rollkurve

Die Bewegung eines solchen Peripheriepunktes ldsst sich zerlegen in die
Bewegung des Kreiszentrums M und in eine Drehbewegung um dieses Zent-
rum. Das Zentrum M fiihrt eine gleichférmige Kreisbewegung um O aus,
also sind seine Koordinaten zur Zeit ¢ (bei geeigneter Normierung) gegeben
durch M; = (R + r)(cos(wt)|sin(wt)). Jede gleichférmige Drehbewegung
eines Punktes P im Abstand r von M wird durch den Polarwinkel «(t) be-
schrieben, wobei ein Ansatz «(t) = w't + ¢ verwendet werden kann. Durch
den konstanten Winkel ¢ wird der Punkt ausgelesen, der die Rollkurve er-
zeugt. Die Wahl von ¢ = 7 etwa, bei der wir nun bleiben wollen, fiihrt auf
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Py = (R]0). Seine Position zur Zeit ¢ werde mit P; und der entsprechende
Ortsvektor mit p(¢) bezeichnet. Die Grélen R, r, w, w’ sind miteinander
durch die Rollbedingung verkniipft. Sie sagt aus, dass die beiden Kreise oh-
ne Schlupf aufeinander abrollen. Also sind die beiden Bogenlidngen auf dem
Kreis mit Radius R von Py nach B und auf jenem mit Radius » von B nach
P, gleich lang. Fiir alle t ist Rwt = rw't, also o’ = £w. Weil fiir alle ¢ die
Beziehung wt + w't — «(t) = = erfiillt ist, folgt a(t) = (1 + R/r)wt — 7.

Insgesamt lisst sich der Ortsvektor p(t) des Punktes P; in der folgenden
Form darstellen:

g = wen () < ()

( (R + 1) cos(wt) — reos((1+ R/r)wt) )
(R + r)sin(wt) — rsin((1 + R/r)wt)

Rollkurven, bei denen der Kreis mit Radius r auf der Innenseite des ru-

henden Kreises mit Radius R abrollt, lassen sich genauso behandeln. Die

Rechnung zeigt, dass sich der Unterschied zwischen innerer und &uflerer

Beriithrung algebraisch mit einem Vorzeichenwechsel bei r und folgerichtig
_R

auch bei W’ = ~w beschreiben lésst.

Einige Beispiele von Rollkurven

Zur Vereinfachung seien R = 1 und w = 1 angenommen. Als einziger Pa-
rameter bleibt dann r. Trotz dieser Einschrankungen ldsst sich von jeder
Rollkurve bis auf Ahnlichkeit ein Exemplar erzeugen. Fiir die Abbildung 3.7
sind die Werte r = +2, 1, £1/2 gewiihlt. Die Marken auf den Kurven ge-
ben Werte des Kurvenparameters ¢ an. Sie sollen die Bewegung andeuten.
Das Beispiel mit r = —% ist bemerkenswert. Es entspricht einem Mechanis-
mus, der die Zuordnung ¢ — cos(t) darstellt. In der Aufgabe 2 wird dariiber
weiter nachgedacht, wie sich auch die Sinusfunktion als Rollkurve erzeugen
lésst.
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Abbildung 3.7: Beispiele fiir verschiedene Rollkurven, r = +2, £1, +1/2
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Spirographenbilder

Allgemeiner ergeben sich nach dem gleichen Muster alle Kurven, welche sich
mit dem Spirographen zeichnen lassen. Sie haben eine Darstellung der Art:

cos(wt + 7) ) N s<cos((1 + R/r)wt + 0) )

Pt (R+r)<sin(wt+7) sin((1+ R/r)wt +6)

Dabei ist im allgemeinen |s| < r. Die Geschwindigkeit des Zeichenvor-
ganges wird mit w gesteuert und die Phasenwinkel 7, 6 bestimmen die Po-
sition des Punktes zur Zeit 0.

Wenn das Verhiltnis R/r rational ist, so beschreibt diese Parameterdar-
stellung eine geschlossene Kurve, sonst ist sie offen. Beim Spirographen wird
das Verhiltnis R/r durch die Anzahlen der Zdhne auf den beiden verwende-
ten Zahnriddern bestimmt und ist deshalb rational. Spirographen erzeugen
also immer geschlossene Kurven.

Weitere Verallgemeinerungen von Rollkurven fithren auf beliebige Uber-
lagerungen gleichformiger Kreisbewegungen mit rationalen Frequenzverhéilt-
nissen.

3.3 Uberlagerungen mehrerer Kreisbewegungen

Alle parametrisierten Kurven der Form

. acos(t + 7) + beos(wt + 6)
St — . .
asin(t + 7) 4 bsin(wt + 6)

mit beliebigen Konstanten a, b, 7, #, w beschreiben Uberlagerungen von zwei
Kreisbewegungen. Ubersichtlicher und formal einfacher wird die Darstellung
mit komplexen Amplituden A = aexp(it) und B = bexp(if):

§:t — Aexp(it) + Bexp(iwt).
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Die Abbildung 3.8 zeigt sechs Beispiele von Uberlagerungen zweier gleich-
formiger Kreisbewegungen. Die Tabelle 3.1 enthilt die verwendeten Werte.

Bild a T b w 0
1 1.0 0 0.2 5 —4
2 1.0 2 —0.2 -5 —4
3 3.0 2 4.0 5 —4
4 1.0 2 0.8 5 —4
5 1.0 2 -0.8 -5 —4
6 3.0 2 4.0 10 —4

Tabelle 3.1: Parameterwerte zur Abbildung 3.8

Die Uberlagerung von n gleichformigen Kreisbewegungen
St — Z Ay, exp(iwyt)
k=1

stellt eine naheliegende Verallgemeinerung der oben betrachteten Situation
dar. Falls alle Kreisfrequenzen wy rationale Vielfache einer Frequenz w sind,
so entspricht diese Bewegung einem n-teiligen Epizykelmechanismus.

y P,

P3

<Y

Abbildung 3.9: Prinzipskizze, komplexe Darstellung eines trigonometrischen Polynoms
durch Uberlagerung von n = 4 gleichférmigen Kreisbewegungen
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Die Abbildung 3.10 zeigt Kurven, welche durch die Uberlagerung von
drei Kreisbewegungen erzeugt werden. Trotz grofer formaler Ahnlichkeit
der Parameterdarstellungen

s () 3 = 3(220)

e (SO R () 2 ()

sind die Gestalten der Bilder ganz verschieden.

Abbildung 3.10: Uberlagerung von drei Kreisbewegungen

In manchen Anwendungen treten periodische Funktionen auf. Dann sind
die Kreisfrequenzen wy, rationale oder gar ganzzahlige Vielfache einer Grund-
frequenz. Insbesondere gilt dies fiir Realisierungen mit Zahnradmechanis-
men oder fiir die Ndherungsfunktionen, die im Satz von WEIERSTRASS auf-
treten.
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3.4 Uberlagerung von zwei harmonischen
Schwingungen mit verschiedenen Frequenzen

Hier soll durch Rechnung untersucht werden, was bei der Uberlagerung von
zwei harmonischen Schwingungen mit verschiedenen Frequenzen geschieht.
Die Beziehung

cos(z) cos(y) = = (cos(z + y) + cos(z — y)) (3.1)

[\D|P—‘

folgt aus den Additionstheoremen (Kapitel 7, Formel 7.3). Mit 2 = 3 (Q+w)t
und y = (0 — w)t ergibt sich

cos(Qt) + cos(wt) = 2COS( (Q+w)t) cos( (Q—w)t). (3.2)

Die Formel 3.2 zeigt, was sich ereignen kann, wenn zwei harmonische Schwin-
gungen mit den Kreisfrequenzen Q und w (Q > w) iiberlagert werden.

Die Summe zweier harmonischer Schwingungen besitzt also eine Fak-
torzerlegung mit einer «schnellen» Schwingung der Kreisfrequenz %(Q +w)
und einer «langsamen» Schwingung der Kreisfrequenz %(Q —w). Die langsa-
me Schwingung kann als variable Amplitude fiir die schnelle Schwingung
verstanden werden. Damit lassen sich die fritheren Experimente mit dem
Grafikrechner verstehen.

AWAWA

WVVVVO\

Abbildung 3.11: Die Uberlagerung t — cos(9t) + cos(11t) und ihre Faktoren t — 2 cos(t
t — cos(10t)
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Im Grenzfall w = Q wird die «variable Amplitude» konstant, die Uberla-
gerung ergibt eine rein harmonische Schwingung. Beim Stimmen von Saiten-
instrumenten macht sich die Uberlagerung von Ténen ungleicher Frequen-
zen durch ein langsames periodisches An- und Abschwellen des «hdheren»
Tones (Schwebung) bemerkbar.

3.5 Aufgaben

Die Aufgabe 1 zeigt ein Beispiel fiir die Uberlagerung von harmonischen
Schwingungen unterschiedlicher Frequenzen. Durch algebraische Umfor-
mungen wird ein Zusammenhang zwischen Polynomfunktionen und trigo-
nometrischen Polynomen sichtbar gemacht.

Die Aufgaben 2 und 4 behandeln spezielle Epizykelmechanismen, welche
harmonische Schwingungen auf R beschreiben oder Lissajousfiguren in der
Ebene erzeugen.

1. Zeichnen Sie mit dem Grafikrechner den Grafen der Funktion
f:t — 0.75sin(t) — 0.25sin(3¢).

Stellen Sie sin(3t) = sin(¢+2t) mit Hilfe der Additionstheoreme als Term
in der Variablen sin(¢) dar. Welcher allgemeingiiltige Sachverhalt wird
damit illustriert?

2. Beschreiben Sie je einen Epizykelmechanismus, der die folgenden Para-
meterdarstellungen realisiert:

a) fit (S“g(t))
97 (i)

0 (S60)

3. Warum lassen sich beliebige Uberlagerungen von endlich vielen harmo-
nischen Schwingungen mit einer gemeinsamen Periodenlénge durch Epi-
zykelmechanismen erzeugen?
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4.

5.

50

Lissajousfiguren sind Kurven mit einer Parameterdarstellung der Art

E:t»—»< a cos(§2t) )

bcos(wt + ¢)
a) Lassen Sie verschiedene Lissajousfiguren vom Computer aufzeichnen
und variieren Sie die Koeffizienten a, b, 2, w, ¢ systematisch.

b) Warum sind Lissajousfiguren genau dann geschlossen, wenn Q/w
rational ist?

¢) Warum lassen sich alle geschlossenen Lissajousfiguren durch Epizy-
kelmechanismen erzeugen?

d) Beschreiben Sie eine Lissajousfigur in der komplexen Schreibweise.

Wie lauten die Parameterdarstellungen fiir Rollkurven in der komplexen
Darstellung?



