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Biographie und Werk

Biographie

• vgl. Kleiner Pauly

• jünger als Plat. und dessen direkte Schüler, älter als Archimedes

• Ausbildung (philosophisch und mathematisch) in Athen

• Wirken und Lehre in Alexandria

Werk
Überliefert sind folgende Werke:
•
Elemente (13 Bücher)

1 – 4: ebene Trigonometrie

5 – 6: Proportionen

7 – 10: Arithmetik

11 – 13: 3-dim. Raum, platonische Körper (Ziel des Werkes)

•
Data (planimetrische Probleme)

•
Phaenomena (Sphärik)

•
Optica (Perspektive)

•
Sectio canonis (math. Musiktheorie)

Proklos, Eucl. El. p. 68, 6 – p. 69, 7 Friedlein

OÈ pÒlu d¢ toÊtvn <mayht«n toË Plãtvnow> ne≈terÒw §stin EÈkle€dhw ı tå stoixe›a sunagag∆n ka‹ pollå m¢n t«n EÈdÒjou suntãjaw, pollå d¢ t«n YeaitÆtou televsãmenow, ¶ti d¢ tå malak≈teron deiknÊmena to›w ¶mprosyen eﬁw énel°gktouw épode€jeiw énagag≈n. G°gone d¢ otow ı énØr §p‹ toË pr≈tou Ptolema€ou: ka‹ går ı ÉArximÆdhw §pibal∆n ka‹ t“ pr≈tƒ mnhmoneÊei toË EÈkle€dou, ka‹ m°ntoi ka€ fasin ˜ti Pto​le​ma›ow ≥retÒ pote aÈtÒn, e‡ t€w §stin per‹ gevmetr€an ıdÚw suntomvt°ra t∞w stoixei≈sevw: ı d¢ épekr€nato, mØ e‰nai basilikØn étrapÚn §p‹ gevmetr€an. Ne≈terow m¢n oÔn §sti t«n per‹ Plãtvna, presbÊterow d¢ ÉEratosy°nouw ka‹ ÉArximÆdouw. Otoi går sÊgxronoi éllÆloiw, Àw poÊ fhsin ÉEratosy°nhw. Ka‹ tª proair°sei d¢ PlatvnikÒw §sti ka‹ tª filosof€& taÊt˙ oﬁke›ow, ˜yen dØ ka‹ t∞w sum​pãshw stoixei≈sevw t°low proestÆsato tØn t«n kaloum°nvn Platv​nik«n sxhmãtvn sÊstasin. Pollå m¢n oÔn ka‹ êlla toË éndrÚw toÊtou mayhmatikå suggrãmmata yaumast∞w ékribe€aw ka€ §pisth​monik∞w yevr€aw mestã. ToiaËta går ka‹ tå Ùptikå ka‹ tå katoptrikã, toiaËtai d¢ ka‹ aﬂ katå mousikØn stoixei≈seiw, ¶ti d¢ tÚ per‹ diair°sevn bibl€on. DiaferÒntvw d' ên tiw aÈtÚn égasye€h katå tØn gevmetrikØn stoixe€vsin t∞w tãjevw ßneka ka‹ t∞w §klog∞w t«n prÚw tå stoixe›a pepoihm°nvn yevrhmãtvn te ka‹ problhmãtvn.

Vorbemerkungen

•
Aufbau: Definitionen, Postulate, Axiome, Problemata, Theoremata, Porismata (Folgerungen), Lemmata (Hilfssätze)

•
sehr starke geometrische Orientierung

•
fehlende Algebra (von den Arabern erfunden)

•
Exaktheit des Aufbaus

•
Terminologie

Auswahl der Texte

Ich habe mich für die folgenden Texte entschieden (die mit (*) versehen Themen sind relativ kompliziert):

• Definition, Postulate und Axiome des 1. Buches (ebene Geometrie)

• Beweisschema

• Satz von Pythagoras

• Fehlende Algebra illustriert an Theorema II, e'

• Flächengleiches Quadrat zu vorgegebenem Viereck

• Konstruktion des regelmässigen 5-Eckes (*)

• Konstruktion des regelmässigen 15-Eckes (*)

• Definitionen des 7. Buches (Arithmetik)

• Euklidischer Algorithmus

• Definitionen des 11. Buches (räumliche Geometrie)

• Volumen von Pyramide und Kegel (*)

Es können auch andere Sätze gewählt bzw. die ausgewählten Texte gekürzt werden.

Begründung der Euklidlektüre

• axiomatischer Aufbau der Mathematik

• exakte Wissenschaft (teilweise bis heute gültig!)

• Wirkung bis ins Mittelalter und die Neuzeit

• Terminologie auch ins Deutsche übernommen

• Lektüre bekannter Sätze im Original

• logische Struktur der griechischen Sprache (va. Konnektoren)

Geometrie (1. Buch)

Definitionen

OROI

a'.
Shme›Òn §stin, o m°row oÈy°n.

b'.
GrammØ d¢ m∞kow éplat°w.

g'.
Gramm∞w d¢ p°rata shme›a.

d'.
EÈye›a grammÆ §stin, ¥tiw §j ‡sou to›w §f' •aut∞w shme€oiw ke›tai.

e'.
ÉEpifãneia d° §stin, ˘ m∞kow ka‹ plãtow mÒnon ¶xei.

w'.
ÉEpifane€aw d¢ p°rata gramma€.

z'.
ÉEp€pedow §pifãneiã §stin, ¥tiw §j ‡sou ta›w §f' •aut∞w eÈye€aiw ke›tai.

h'.
ÉEp€pedow d¢ gvn€a §st‹n ≤ §n §pip°dƒ dÊo gramm«n èptom°nvn éllÆlvn ka‹ mØ §p' eÈye€aw keim°nvn prÚw éllÆlaw t«n gramm«n kl€siw.

y'.
ÜOtan d¢ aﬂ peri°xousai tØn gvn€an gramma‹ eÈye›ai Œsin, eÈyÊgrammow kale›tai ≤ gvn€a.

i'.
ÜOtan d¢ eÈye›a §p' eÈye›an staye›sa tåw §fej∞w gvn€aw ‡saw éllÆlaiw poiª, ÙryØ •kat°ra t«n ‡svn gvni«n §sti, ka‹ ≤ §festhku›a eÈye›a kãyetow kale›tai, §f' ∂n §f°sthken.

ia'.
ÉAmble›a gvn€a §st‹n ≤ me€zvn Ùry∞w.

ib'.
ÉOje›a d¢ ≤ §lãssvn Ùry∞w.

ig'.
ÜOrow §st€n, ˜ tinÒw §sti p°raw.

id'.
Sx∞ma §sti tÚ ÍpÚ tinow ≥ tinvn ˜rvn periexÒmenon.

ie'.
KÊklow §st‹ sx∞ma §p€pedon ÍpÚ miçw gramm∞w periexÒmenon ∂ kale›tai perif°reia, prÚw ∂n éf' •now shme€ou t«n §ntÚw toË sxÆmatow keim°nvn pçsai aﬂ prosp€ptousai eÈye›ai prÚw tØn toË kÊklou perif°reian ‡sai éllÆlaiw eﬁs€n.

iw'.
K°ntron d¢ toË kÊklou tÚ shme›on kale›tai.

iz'.
Diãmetrow d¢ toË kÊklou §st‹n eÈye›ã tiw diå toË k°ntrou ±gm°nh ka‹ peratoum°nh §f' •kãtera tå m°rh ÍpÚ t∞w toË kÊklou perifere€aw, ¥tiw ka‹ d€xa t°mnei tÚn kÊklon.

ih'.
ÑHmikÊklion d° §sti tÚ periexÒmenon sx∞ma ÍpÒ te t∞w diam°trou ka‹ t∞w épolambanom°nhw Íp' aÈt∞w perifere€aw. K°ntron d¢ toË ≤mikukl€ou tÚ aÈtÒ, ˘ ka‹ toË kÊklou §st€n.

iy'.
SxÆmata eÈyÊgrammã §sti tå ÍpÚ eÈyei«n periexÒmena, tr€pleura m¢n tå ÍpÚ tri«n, tetrãpleura d¢ tå ÍpÚ tessãrvn, polÊpleura d¢ tå ÍpÚ pleiÒnvn µ tessãrvn eÈyei«n periexÒmena.

k'.
T«n d¢ tripleÊrvn sxhmãtvn ﬁsÒpleuron m¢n tr€gvnÒn §sti tÚ tåw tre›w ‡saw ¶xon pleurãw, ﬁsoskel¢w d¢ tÚ tåw dÊo mÒnaw ‡saw ¶xon pleurãw, skalhnÚn d¢ tÚ tåw tre›w én€souw ¶xon pleurãw.

ka'.
ÖEti d¢ t«n tripleÊrvn sxhmãtvn Ùryog≈nion m¢n tr€gvnÒn §sti tÚ ¶xon ÙryØn gvn€an, émblug≈nion d¢ tÚ ¶xon émble›an gvn€an, Ùjug≈nion d¢ tÚ tåw tre›w Ùje€aw ¶xon gvn€aw.

kb'.
T«n d¢ tetrapleÊrvn sxhmãtvn tetrãgvnon m°n §stin, ˘ ﬁsÒpleurÒn t° §sti ka‹ Ùryog≈nion, •terÒmhkew d°, ˘ Ùryog≈nion m°n, oÈk ﬁsÒpleuron d°, =Òmbow d°, ˘ ﬁsÒpleuron m°n, oÈk Ùryog≈nion d°, =omboeid¢w d¢ tÚ tåw épenant€on pleurãw te ka‹ gvn€aw ‡saw éllÆlaiw ¶xon, ˘ oÎte ﬁsÒpleurÒn §stin oÎte Ùryog≈nion: tå d¢ parå taËta tetrãpleura trap°zia kale€syv.

kg'.
Parãllhlo€ eﬁsin eÈye›ai, a·tinew §n t“ aÈt“ §pip°dƒ oÔsai ka‹ §kballÒmenai eﬁw êpeiron §f' •kãtera tå m°rh §p‹ mhd°tera sump€ptousin éllÆlaiw.

Postulate

AITHMATA

a'.
ÉHitÆsyv épÚ pantÚw shme€ou §p‹ pçn shme›on eÈye›an grammØn égage›n.

b'.
Ka‹ peperasm°nhn eÈye›an katå tÚ sunex¢w §p' eÈye€aw §kbale›n.

g'.
Ka‹ pant‹ k°ntrƒ ka‹ diastÆmati kÊklon grãfesyai.

d'.
Ka‹ pãsaw tåw Ùryåw gvn€aw ‡saw éllÆlaiw e‰nai.

e'.
Ka‹ §ån eﬁw dÊo eÈye€aw eÈye›a §mp€ptousa tåw §ntÚw ka‹ §p‹ tå aÈtå m°rh gvn€aw dÊo Ùry«n §lãssonaw poiª, §kballom°naw tåw dÊo eÈye€aw §p' êpeiron sump€ptein, §f' ì m°rh eﬁs‹n aﬂ t«n dÊo Ùry«n §lãssonew.

Axiome

KOINAI ENNOIAI

a'.
Tå t“ aÈt“ ‡sa ka‹ éllÆloiw §st‹n ‡sa.

b'.
Ka‹ §ån ‡soiw ‡sa prosteyª, tå ˜la ‡sa.

g'.
Ka‹ §ån épÚ ‡svn ‡sa éfaireyª, tå kataleipÒmenã §stin ‡sa.

d'.
Ka‹ §ån én€soiw ‡sa prosteyª, tå ˜la §st‹n ênisa.

e'.
Ka‹ tå toË aÈtoË diplãsia ‡sa éllÆloiw §st€n.

w'.
Ka‹ tå toË aÈtoË ≤m€sh ‡sa éllÆloiw §st€n.

z'.
Ka‹ tå §farmÒzonta §p' êllhla ‡sa éllÆloiw §st€n.

h'.
Ka‹ tÚ ˜lon toË m°rouw me›zon §st€n.

y'.
Ka‹ dÊo eÈye›ai xvr€on oÈ peri°xousin.

Beweisschema

PrÒblhma a'.

ÉEp‹ t∞w doye€shw eÈye€aw peperasm°nhw tr€gvnon ﬁsÒpleuron sustÆsasyai.

ÖEstv ≤ doye›sa eÈye›a peperasm°nh ≤ AB.

De› dØ §p‹ t∞w AB eÈye€aw tr€gvnon ﬁsÒpleuron sustÆsasyai.

K°ntrƒ m¢n t“ A diastÆmati d¢ t“ AB kÊklow gegrãfyv ı BGD, ka‹ pãlin k°ntrƒ m¢n t“ B diastÆmati d¢ t“ BA kÊklow gegrãfyv ı AGE, ka‹ épÚ toË G shme€ou, kay' ˘n t°mnousin éllÆlouw oﬂ kÊkloi, §p‹ tå A, B shme›a §pezeÊxyvsan eÈye›ai aﬂ GA, GB.

Ka‹ §pe‹ tÚ A shme›on k°ntron §st‹ toË GDB kÊklou, ‡sh §st‹n ≤ AG tª AB: pãlin, §pe‹ tÚ B shme›on k°ntron §st‹ toË GAE kÊklou, ‡sh §st‹n ≤ BG tª BA. ÉEde€xyh d¢ ka‹ ≤ GA tª AB ‡sh: •kat°ra êra t«n GA, GB tª AB §st‹n ‡sh. Tå d¢ t“ aÈt“ ‡sa ka‹ éllÆloiw §st‹n ‡sa: ka‹ ≤ GA êra tª GB §st‹n ‡sh: aﬂ tre›w êra aﬂ GA, AB, BG ‡sai éllÆlaiw eﬁs€n.

ÉIsÒpleuron êra §st‹ tÚ ABG tr€gvnon, ka‹ sun°statai §p‹ t∞w doye€shw eÈye€aw peperasm°nhw t∞w AB.

ÉEp‹ t∞w doye€shw êra eÈye€aw peperasm°nhw tr€gvnon ﬁsÒpleuron sun°statai: ˜per ¶dei poi∞sai.

PrÒblhma b'.

PrÚw t“ doy°nti shme€ƒ tª doye€s˙ eÈye€& ‡shn eÈye›an y°syai.

ÖEstv tÚ m¢n doy¢n shme›on tÚ A, ≤ d¢ doye›sa eÈye›a ≤ BG:

de› dØ prÚw t“ A shme€ƒ tª doye€s˙ eÈye€& tª BG ‡shn eÈye›an y°syai.

ÉEpezeÊxyv går épÚ toË A shme€ou §p‹ tÚ B shme›on eÈye›a ≤ AB, ka‹ sunestãtv §p' aÈt∞w tr€gvnon ﬁsÒpleu​ron tÚ DAB, ka‹ §kbeblÆsyvsan §p' eÈye€aw ta›w DA, DB eÈye›ai aﬂ AE, BZ, ka‹ k°ntrƒ m¢n t“ B diastÆmati d¢ t“ BG kÊklow gegrãfyv ı GHY, ka‹ pãlin k°ntrƒ t“ D ka‹ diastÆmati t“ DH kÊklow gegrãfyv ı HKL.

ÉEpe‹ oÔn tÚ B shme›on k°n​tron §st‹ toË GHY kÊklou, ‡sh §st‹n ≤ BG tª BH. Pãlin, §pe‹ tÚ D shme›on k°ntron §st‹ toË KLH kÊklou, ‡sh §st‹n ≤ DL tª DH, œn ≤ DA tª DB ‡sh §st€n. LoipØ êra ≤ AL loipª tª BH §st‹n ‡sh. ÉEde€xyh d¢ ka‹ ≤ BG tª BH ‡sh: •kat°ra êra t«n AL, BG tª BH §st‹n ‡sh. Tå d¢ t“ aÈt“ ‡sa ka‹ éllÆloiw §st‹n ‡sa: ka‹ ≤ AL êra tª BG §st‹n ‡sh.

PrÚw êra t“ doy°nti shme€ƒ t“ A tª doye€s˙ eÈye€& tª BG ‡sh eÈye›a ke›tai ≤ AL: ˜per ¶dei poi∞sai.

PrÒblhma g'.

DÊo doyeis«n eÈyei«n én€svn épÚ t∞w me€zonow tª §lãssoni ‡shn eÈye›an éfele›n.

ÖEstvsan aﬂ doye›sai dÊo eÈye›ai ênisoi aﬂ AB, G, œn me€zvn ¶stv ≤ AB:

de› dØ épÚ t∞w me€zonow t∞w AB tª §lãssoni tª G ‡shn eÈye›an éfele›n.

Ke€syv prÚw t“ A shme€ƒ tª G eÈye€& ‡sh ≤ AD: ka‹ k°ntrƒ m¢n t“ A diastÆmati d¢ t“ AD kÊklow gegrãfyv ı DEZ.

Ka‹ §pe‹ tÚ A shme›on k°ntron §st‹ toË DEZ kÊklou, ‡sh §st‹n ≤ AE tª AD: éllå ka‹ ≤ G tª AD §stin ‡sh. •kat°ra êra t«n AE, G tª AD §stin ‡sh: Àste ka‹ ≤ AE tª G §stin ‡sh.

DÊo êra doyeis«n eÈyei«n én€svn t«n AB, G épÚ t∞w me€zonow t∞w AB tª §lãssoni tª G ‡sh éfπrhtai ≤ AE: ˜per ¶dei poi∞sai. 

Ye≈rhma d'.

ÉEån dÊo tr€gvna tåw dÊo pleuråw [ta›w] dus‹ pleura›w ‡saw ¶x˙ •kat°ran •kat°r& ka‹ tØn gvn€an tª gvn€& ‡shn ¶x˙ tØn ÍpÚ t«n ‡svn eÈyei«n periexom°nhn, ka‹ tØn bãsin tª bãsei ‡shn ßjei, ka‹ tÚ tr€gvnon t“ trig≈nƒ ‡son ¶stai, ka‹ aﬂ loipa‹ gvn€ai ta›w loipa›w gvn€aiw ‡sai ¶son​tai •kat°ra •kat°r&, Íf' ìw aﬂ ‡sai pleura‹ Ípote€nousin.

ÖEstv dÊo tr€gvna tå ABG, DEZ tåw dÊo pleuråw tåw AB, AG ta›w dus‹ pleura›w ta›w DE, DZ ‡saw ¶xonta •kat°ran •kat°r& tØn m¢n AB tª DE tØn d¢ AG tª DZ ka‹ gvn€an tØn ÍpÚ BAG gvn€& tª ÍpÚ EDZ ‡shn.

L°gv, ˜ti ka‹ bãsiw ≤ BG bãsei tª EZ ‡sh §st€n, ka‹ tÚ ABG tr€gvnon t“ DEZ trig≈nƒ ‡son ¶stai, ka‹ aﬂ loipa‹ gvn€ai ta›w loipa›w gvn€aiw ‡sai ¶son​tai •kat°ra •kat°r&, Íf' ìw aﬂ ‡sai pleura‹ Ípote€nou​sin, ≤ m¢n ÍpÚ ABG tª ÍpÚ DEZ, ≤ d¢ ÍpÚ AGB tª ÍpÚ DZE.

ÉEfarmozom°nou går toË ABG trig≈nou §p‹ tÚ DEZ tr€gvnon ka‹ tiyem°nou toË m¢n A shme€ou §p‹ tÚ D sh​me›on t∞w d¢ AB eÈye€aw §p‹ tØn DE, §farmÒsei ka‹ tÚ B shme›on §p‹ tÚ E diå tÚ ‡shn e‰nai tØn AB tª DE: §far​mosãshw dØ t∞w AB §p‹ tØn DE §farmÒsei ka‹ ≤ AG eÈye›a §p‹ tØn DZ diå tÚ ‡shn e‰nai tØn ÍpÚ BAG gv​n€an tª ÍpÚ EDZ: Àste ka‹ tÚ G shme›on §p‹ tÚ Z sh​me›on §farmÒsei diå tÚ ‡shn pãlin e‰nai tØn AG tª DZ. ÉAllå mØn ka‹ tÚ B §p‹ tÚ E §fhrmÒkei: Àste bãsiw ≤ BG §p‹ bãsin tØn EZ §farmÒsei. Eﬁ går toË m¢n B §p‹ tÚ E §farmÒsantow toË d¢ G §p‹ tÚ Z ≤ BG bãsiw §p‹ tØn EZ oÈk §farmÒsei, dÊo eÈye›ai xvr€on peri°jousin: ˜per §st‹n édÊnaton. ÉEfarmÒsei êra ≤ BG bãsiw §p‹ tØn EZ ka‹ ‡sh aÈtª ¶stai: Àste ka‹ ˜lon tÚ ABG tr€gvnon §p‹ ˜lon tÚ DEZ tr€gvnon §farmÒsei ka‹ ‡son aÈt“ ¶stai, ka‹ aﬂ loipa‹ gvn€ai §p‹ tåw loipåw gvn€aw §farmÒsousi ka‹ ‡sai aÈta›w ¶sontai, ≤ m¢n ÍpÚ ABG tª ÍpÚ DEZ ≤ d¢ ÍpÚ AGB tª ÍpÚ DZE.

ÉEån êra dÊo tr€gvna tåw dÊo pleuråw [ta›w] dÊo pleu​ra›w ‡saw ¶x˙ •kat°ran •kat°r& ka‹ tØn gvn€an tª gvn€& ‡shn ¶x˙ tØn ÍpÚ t«n ‡svn eÈyei«n periexom°nhn, ka‹ tØn bãsin tª bãsei ‡shn ¶jei, ka‹ tÚ tr€gvnon t“ trig≈nƒ ‡son ¶stai, ka‹ aﬂ loipa‹ gvn€ai ta›w loipa›w gvn€aiw ‡sai ¶sontai •kat°ra •kat°r&, Íf' ìw aﬂ ‡sai pleura‹ Ípote€​nousin: ˜per ¶dei de›jai. 

Satz von Pythagoras

Proklos p. 426, 6 – 9 Friedlein:

T«n m¢n ﬂstore›n tå érxa›a boulom°nvn ékoÊontaw tÚ ye≈rhma toËto eﬁw PuyagÒran énapempÒntvn §st‹n eÍre›n ka‹ bouyute›n legÒntvn aÈtÚn §p‹ tª eÍr°sei.

Ye≈rhma mz'.

ÉEn to›w Ùryogvn€oiw trig≈noiw tÚ épÚ t∞w tØn ÙryØn gvn€an ÍpoteinoÊshw pleurçw tetrãgvnon ‡son §st‹ to›w épÚ t«n tØn ÙryØn gvn€an periexous«n pleur«n tetra​g≈noiw. 

ÖEstv tr€gvnon Ùryog≈nion tÚ ABG ÙryØn ¶xon tØn ÍpÚ BAG gvn€an:

l°gv, ˜ti tÚ épÚ t∞w BG tetrãgvnon ‡son §st‹ to›w épÚ t«n BA, AG tetrag≈noiw.

ÉAnagegrãfyv går épÚ m¢n t∞w BG tetrãgvnon tÚ BDEG, épÚ d¢ t«n BA, AG tå HB, YG, ka‹ diå toË A ıpot°r& t«n BD, GE parãllhlow ≥xyv ≤ AL: ka‹ §pezeÊxyvsan aﬂ AD, ZG. Ka‹ §pe‹ ÙryÆ §stin •kat°ra t«n ÍpÚ BAG, BAH gvni«n, prÚw dÆ tini eÈye€& tª BA ka‹ t“ prÚw aÈtª shme€ƒ t“ A dÊo eÈye›ai aﬂ AG, AH mØ §p‹ tå aÈtå m°rh ke€menai tåw §fej∞w gvn€aw dus‹n Ùrya›w ‡saw poioËsin: §p' eÈye€aw êra §st‹n ≤ GA tª AH. Diå tå aÈtå dØ ka‹ ≤ BA tª AY §stin §p' eÈye€aw. Ka‹ §pe‹ ‡sh §st‹n ≤ ÍpÚ DBG gvn€a tª ÍpÚ ZBA: ÙryØ går •kat°ra: koinØ proske€syv ≤ ÍpÚ ABG: ˜lh êra ≤ ÍpÚ DBA ˜l˙ tª ÍpÚ ZBG §stin ‡sh. Ka‹ §pe‹ ‡sh §st‹n ≤ m¢n DB tª BG, ≤ d¢ ZB tª BA, dÊo dØ aﬂ DB, BA dÊo ta›w ZB, BG ‡sai eﬁs‹n •kat°ra •kat°r&: ka‹ gvn€a ≤ ÍpÚ DBA gvn€& tª ÍpÚ ZBG ‡sh: bãsiw êra ≤ AD bãsei tª ZG [§stin] ‡sh, ka‹ tÚ ABD tr€​gvnon t“ ZBG trig≈nƒ §st‹n ‡son: ka‹ [§st‹] toË m¢n ABD trig≈nou diplãsion tÚ BL parallhlÒgram​mon: bãsin te går tØn aÈtØn ¶xousi tØn BD ka‹ §n ta›w aÈta›w eﬁsi parallÆloiw ta›w BD, AL: toË d¢ ZBG trig≈nou diplãsion tÚ HB tetrãgvnon: bãsin te går pãlin tØn aÈtØn ¶xousi tØn ZB ka‹ §n ta›w aÈta›w eﬁsi parallÆloiw ta›w ZB, HG. [Tå d¢ t«n ‡svn diplãsia ‡sa éllÆloiw §st€n:] ‡son êra §st‹ ka‹ tÚ BL parallhlÒgrammon t“ HB tetrag≈nƒ. ÑOmo€vw dØ §pizeugnum°nvn t«n AE, BK deixyÆsetai ka‹ tÚ GL parallhlÒgrammon ‡son t“ YG tetrag≈nƒ: ˜lon êra tÚ BDEG tetrãgvnon dus‹ to›w HB, YG tetra​g≈noiw ‡son §st€n. Ka€ §sti tÚ m¢n BDEG tetrãgvnon épÚ t∞w BG énagraf°n, tå d¢ HB, YG épÚ t«n BA, AG. TÚ êra épÚ t∞w BG pleurçw tetrãgvnon ‡son §st‹ to›w épÚ t«n BA, AG pleur«n tetrag≈noiw.

ÉEn êra to›w Ùryogvn€oiw trig≈noiw tÚ épÚ t∞w tØn ÙryØn gvn€an ÍpoteinoÊshw pleurçw tetrãgvnon ‡son §st‹ to›w épÚ t«n tØn ÙryØn [gvn€an] periexous«n pleur«n tetra​g≈noiw: ˜per ¶dei de›jai.

Ye≈rhma mh'.

ÉEån trig≈nou tÚ épÚ miçw t«n pleur«n tetrãgvnon ‡son ¬ to›w épÚ t«n loip«n toË trig≈nou dÊo pleur«n tetrag≈noiw, ≤ periexom°nh gvn€a ÍpÚ t«n loip«n toË trig≈nou dÊo pleur«n ÙryÆ §stin.

Trig≈nou går toË ABG tÚ épÚ miçw t∞w BG pleurçw tetrãgvnon ‡son ¶stv to›w épÚ t«n BA, AG pleur«n tetrag≈noiw:

l°gv, ˜ti ÙryÆ §stin ≤ ÍpÚ BAG gvn€a.

ÖHxyv går épÚ toË A shme€ou tª AG eÈye€& prÚw Ùryåw ≤ AD ka‹ ke€syv tª BA ‡sh ≤ AD, ka‹ §pezeÊxyv ≤ DG. ÉEpe‹ ‡sh §st‹n ≤ DA tª AB, ‡son §st‹ ka‹ tÚ épÚ t∞w DA tetrãgvnon t“ épÚ t∞w AB tetrag≈nƒ. KoinÚn proske€syv tÚ épÚ t∞w AG tetrãgvnon: tå êra épÚ t«n DA, AG tetrãgvna ‡sa §st‹ to›w épÚ t«n BA, AG tetrag≈noiw. ÉAllå to›w m¢n épÚ t«n DA, AG ‡son §st‹ tÚ épÚ t∞w DG: ÙryØ gãr §stin ≤ ÍpÚ DAG gvn€a: to›w d¢ épÚ t«n BA, AG ‡son §st‹ tÚ épÚ BG: ÍpÒkeitai gãr: tÚ êra épÚ t∞w DG tetrãgvnon ‡son §st‹ t“ épÚ t∞w BG tetrag≈nƒ: Àste ka‹ pleurå ≤ DG tª BG §stin ‡sh: ka‹ §pe‹ ‡sh §st‹n ≤ DA tª AB, koinØ d¢ ≤ AG, dÊo dØ aﬂ DA, AG dÊo ta›w BA, AG ‡sai eﬁs€n: ka‹ bãsiw ≤ DG bãsei tª BG ‡sh: gvn€a êra ≤ ÍpÚ DAG gvn€& tª ÍpÚ BAG [§stin] ‡sh. ÉOryØ d¢ ≤ ÍpÚ DAG: ÙryØ êra ka‹ ≤ ÍpÚ BAG.

ÖEån êra trig≈nou tÚ épÚ miçw t«n pleur«n tetrãgvnon ‡son ¬ to›w épÚ t«n loip«n toË trig≈nou dÊo pleur«n tetrag≈noiw, ≤ periexom°nh gvn€a ÍpÚ t«n loip«n toË trig≈nou dÊo pleur«n ÙryÆ §stin: ˜per ¶dei de›jai. 

Geometrie (2. Buch)

Fehlende Algebra…

OROI

b'
PantÚw d¢ parallhlogrãmmou xvr€ou t«n per‹ tØn diã​metron aÈtoË parallhlogrãmmvn ©n ıpoionoËn sÁn to›w dus‹ paraplhr≈masi gn≈mvn kale€syv. 

Ye≈rhma e'.

ÉEån eÈye›a grammØ tmhyª eﬁw ‡sa ka‹ ênisa, tÚ ÍpÚ t«n én€svn t∞w ˜lhw tmhmãtvn periexÒmenon Ùryog≈​nion metå toË épÚ t∞w metajÁ t«n tom«n tetrag≈nou ‡son §st‹ t“ épÚ t∞w ≤mise€aw tetrag≈nƒ.

EÈye›a gãr tiw ≤ AB tetmÆsyv eﬁw m¢n ‡sa katå tÚ G, eﬁw d¢ ênisa katå tÚ D:

l°gv, ˜ti tÚ ÍpÚ t«n AD, DB periexÒmenon Ùryog≈nion metå toË épÚ t∞w GD tetra​g≈nou ‡son §st‹ t“ épÚ t∞w GB tetrag≈nƒ.

ÉAnagegrãfyv går épÚ t∞w GB tetrãgvnon tÚ GEZB, ka‹ §pezeÊxyv ≤ BE, ka‹ diå m¢n toË D ıpot°r& t«n GE, BZ parãllhlow ≥xyv ≤ DH, diå d¢ toË Y ıpot°r& t«n AB, EZ parãllhlow pãlin ≥xyv ≤ KM, ka‹ pãlin diå toË A ıpot°r& t«n GL, BM parãllhlow ≥xyv ≤ AK. Ka‹ §pe‹ ‡son §st‹ tÚ GY para​plÆrvma t“ YZ paraplh​r≈mati, koinÚn proske€syv tÚ DM: ˜lon êra tÚ GM ˜lƒ t“ DZ ‡son §st€n. ÉAllå tÚ GM t“ AL ‡son §st€n, §pe‹ ka‹ ≤ AG tª GB §stin ‡sh: ka‹ tÚ AL êra t“ DZ ‡son §st€n. KoinÚn proske€syv tÚ GY: ˜lon êra tÚ AY t“ MNJ gn≈moni ‡son §st€n. ÉAllå tÚ AY tÚ ÍpÚ t«n AD, DB §stin: ‡sh går ≤ DY tª DB: ka‹ ı MNJ êra gn≈mvn ‡sow §st‹ t“ ÍpÚ AD, DB. KoinÚn proske€syv tÚ LH, ˜ §stin ‡son t“ épÚ t∞w GD: ı êra MNJ gn≈​mvn ka‹ tÚ LH ‡sa §st‹ t“ ÍpÚ t«n AD, DB periexo​m°nƒ Ùryogvn€ƒ ka‹ t“ épÚ t∞w GD tetrag≈nƒ. ÉAllå ı MNJ gn≈mvn ka‹ tÚ LH ˜lon §st‹ tÚ GEZB tetrã​gvnon, ˜ §stin épÚ t∞w GB: tÚ êra ÍpÚ t«n AD, DB periexÒmenon Ùryog≈nion metå toË épÚ t∞w GD tetra​g≈nou ‡son §st‹ t“ épÚ t∞w GB tetrag≈nƒ.

ÉEån êra eÈye›a grammØ tmhyª eﬁw ‡sa ka‹ ênisa, tÚ ÍpÚ t«n én€svn t∞w ˜lhw tmhmãtvn periexÒmenon Ùryo​g≈nion metå toË épÚ t∞w metajÁ t«n tom«n tetrag≈nou ‡son §st‹ t“ épÚ t∞w ≤mise€aw tetrag≈nƒ: ˜per ¶dei de›jai. 

Zu beliebigem Viereck flächengleiches Quadrat

Als Vorbereitung für das entscheidende Problema id' benutzt Euklid folgenden Satz:
PrÒblhma me'.

T“ doy°nti eÈyugrãmmƒ ‡son parallhlÒgrammon sustÆsasyai §n tª doye€s˙ gvn€& eÈyugrãmmƒ.

ÖEstv tÚ m¢n doy¢n eÈyÊgrammon tÚ ABGD, ≤ d¢ doye›sa gvn€a eÈyÊgrammow ≤ E:

de› dØ t“ ABGD eÈyugrãmmƒ ‡son parallhlÒgrammon sustÆsasyai §n tª do​ye€s˙ gvn€& tª E.

ÉEpezeÊxyv ≤ DB, ka‹ sunestãtv t“ ABD trig≈nƒ ‡son parallhlÒgrammon tÚ ZY §n tª ÍpÚ YKZ gvn€&, ¥ §stin ‡sh tª E: ka‹ parabeblÆsyv parå tØn HY eÈye›an t“ DBG trig≈nƒ ‡son parallhlÒ​grammon tÚ HM §n tª ÍpÚ HYM gvn€&, ¥ §stin ‡sh tª E. Ka‹ §pe‹ ≤ E gvn€a •kat°r& t«n ÍpÚ YKZ, HYM §stin ‡sh, ka‹ ≤ ÍpÚ YKZ êra tª ÍpÚ HYM §stin ‡sh. KoinØ proske€​syv ≤ ÍpÚ KYH: aﬂ êra ÍpÚ ZKY, KYH ta›w ÍpÚ KYH, HYM ‡sai eﬁs€n. ÉAll' aﬂ ÍpÚ ZKY, KYH dus‹n Ùrya›w ‡sai eﬁs€n: ka‹ aﬂ ÍpÚ KYH, HYM êra dÊo Ùrya›w ‡sai eﬁs€n. PrÚw dÆ tini eÈye€& tª HY ka‹ t“ prÚw aÈtª shme€ƒ t“ Y dÊo eÈye›ai aﬂ KY, YM mØ §p‹ tå aÈtå m°rh ke€me​nai tåw §fej∞w gvn€aw dÊo Ùrya›w ‡saw poioËsin: §p' eÈye€aw êra §st‹n ≤ KY tª YM: ka‹ §pe‹ eﬁw parallÆlouw tåw KM, ZH eÈye›a §n°pesen ≤ YH, aﬂ §nallåj gvn€ai aﬂ ÍpÚ MYH, YHZ ‡sai éllÆlaiw eﬁs€n. KoinØ proske€​syv ≤ ÍpÚ YHL: aﬂ êra ÍpÚ MYH, YHL ta›w ÍpÚ YHZ, YHL ‡sai eﬁs€n. ÉAll' aﬂ ÍpÚ MYH, YHL dÊo Ùrya›w ‡sai eﬁs€n: ka‹ aﬂ ÍpÚ YHZ, YHL êra dÊo Ùrya›w ‡sai eﬁs€n: §p' eÈye€aw êra §st‹n ≤ ZH tª HL. Ka‹ §pe‹ ≤ ZK tª YH ‡sh te ka‹ parãllhlÒw §stin, éllå ka‹ ≤ YH tª ML, ka‹ ≤ KZ êra tª ML ‡sh te ka‹ parãllh​lÒw §stin: ka‹ §pizeugnÊousin aÈtåw eÈye›ai aﬂ KM, ZL: ka‹ aﬂ KM, ZL êra ‡sai te ka‹ parãllhlo€ eﬁsin: paral​lhlÒgrammon êra §st‹ tÚ KZLM. Ka‹ §pe‹ ‡son §st‹ tÚ m¢n ABD tr€gvnon t“ ZY parallhlogrãmmƒ, tÚ d¢ DBG t“ HM, ˜lon êra tÚ ABGD eÈyÊgrammon ˜lƒ t“ KZLM parallhlogrãmmƒ §st‹n ‡son.

T“ êra doy°nti eÈyugrãmmƒ t“ ABGD ‡son parallh​lÒgrammon sun°statai tÚ KZLM §n gvn€& tª ÍpÚ ZKM, ¥ §stin ‡sh tª doye€s˙ tª E: ˜per ¶dei poi∞sai. 

PrÒblhma id'.

T“ doy°nti eÈyugrãmmƒ ‡son tetrãgvnon sustÆsasyai.

ÖEstv tÚ doy¢n eÈyÊgrammon tÚ A:

de› dØ t“ A eÈyu​grãmmƒ ‡son tetrãgvnon sustÆsasyai.

Sunestãtv går t“ A eÈyugrãmmƒ ‡son parallhlÒ​grammon Ùryog≈nion tÚ BD: eﬁ m¢n oÔn ‡sh §st‹n ≤ BE tª ED, gegonÚw ín e‡h tÚ §pitaxy°n. Sun°statai går t“ A eÈyugrãmmƒ ‡son tetrãgvnon tÚ BD: eﬁ d¢ oÎ, m€a t«n BE, ED me€zvn §st€n. ÖEstv me€zvn ≤ BE,  ka‹ §kbeblÆsyv §p‹ tÚ Z, ka‹ ke€syv tª ED ‡sh ≤ EZ, ka‹ tetmÆsyv ≤ BZ d€xa katå tÚ H, ka‹ k°ntrƒ t“ H, diastÆmati d¢ •n‹ t«n HB, HZ ≤mikÊklion gegrãfyv tÚ BYZ, ka‹ §kbeblÆsyv ≤ DE §p‹ tÚ Y, ka‹ §pezeÊxyv ≤ HY.

ÉEpe‹ oÔn eÈye›a ≤ BZ t°tmhtai eﬁw m¢n ‡sa katå tÚ H, eﬁw d¢ ênisa katå tÚ E, tÚ êra ÍpÚ t«n BE, EZ peri​exÒmenon Ùryog≈nion metå toË épÚ t∞w EH tetrag≈nou ‡son §st‹ t“ épÚ t∞w HZ tetrag≈nƒ. ÖIsh d¢ ≤ HZ tª HY: tÚ êra ÍpÚ t«n BE, EZ metå toË épÚ t∞w HE ‡son §st‹ t“ épÚ t∞w HY. T“ d¢ épÚ t∞w HY ‡sa §st‹ tå épÚ t«n YE, EH tetrãgvna: tÚ êra ÍpÚ t«n BE, EZ metå toË épÚ HE ‡sa §st‹ to›w épÚ t«n YE, EH. Koi​nÚn éf˙rÆsyv tÚ épÚ t∞w HE tetrãgvnon: loipÚn êra tÚ ÍpÚ t«n BE, EZ periexÒmenon Ùryog≈nion ‡son §st‹ t“ épÚ t∞w EY tetrag≈nƒ. ÉAllå tÚ ÍpÚ t«n BE, EZ tÚ BD §stin: ‡sh går ≤ EZ tª ED: tÚ êra BD parallhlÒ​grammon ‡son §st‹ t“ épÚ t∞w YE tetrag≈nƒ. ÖIson d¢ tÚ BD t“ A eÈyugrãmmƒ. Ka‹ tÚ A êra eÈyÊgrammon ‡son §st‹ t“ épÚ t∞w EY énagrafhsom°nƒ tetrag≈nƒ.

T“ êra doy°nti eÈyugrãmmƒ t“ A ‡son tetrãgvnon sun​°statai tÚ épÚ t∞w EY énagrafhsÒmenon: ˜per ¶dei poi∞sai. 

Konstruktion der regelmässigen n-Ecke (4. Buch)

Regelmässiges 5-Eck

PrÒblhma i'.

ÉIsoskel¢w tr€gvnon sustÆsasyai ¶xon •kat°ran t«n prÚw tª bãsei gvni«n diplas€ona t∞w loip∞w.

ÉEkke€syv tiw eÈye›a ≤ AB, ka‹ tetmÆsyv katå tÚ G shme›on, Àste tÚ ÍpÚ t«n AB, BG periexÒmenon Ùryo​g≈nion ‡son e‰nai t“ épÚ t∞w GA tetrag≈nƒ: ka‹ k°ntrƒ t“ A ka‹ diastÆmati t“ AB kÊklow gegrã​fyv ı BDE, ka‹ §nhrmÒsyv eﬁw tÚn BDE kÊklon tª AG eÈye€& mØ me€​zoni oÎs˙ t∞w toË BDE kÊklou dia​m°trou ‡sh eÈye›a ≤ BD: ka‹ §pezeÊ​xyvsan aﬂ AD, DG, ka‹ perigegrãfyv per‹ tÚ AGD tr€gvnon kÊklow ı AGD.

Ka‹ §pe‹ tÚ ÍpÚ t«n AB, BG ‡son §st‹ t“ épÚ t∞w AG, ‡sh d¢ ≤ AG tª BD, tÚ êra ÍpÚ t«n AB, BG ‡son §st‹ t“ épÚ t∞w BD. Ka‹ §pe‹ kÊklou toË AGD e‡lhpta€ ti shme›on §ktÚw tÚ B, ka‹ épÚ toË B prÚw tÚn AGD kÊklon prospept≈kasi dÊo eÈye›ai aﬂ BA, BD, ka‹ ≤ m¢n aÈt«n t°mnei, ≤ d¢ prosp€ptei, ka€ §sti tÚ ÍpÚ t«n AB, BG ‡son t“ épÚ t∞w BD, ≤ BD êra §fãptetai toË AGD kÊklou. ÉEpe‹ oÔn §fãptetai m¢n ≤ BD, épÚ d¢ t∞w katå tÚ D §paf∞w di∞ktai ≤ DG, ≤ êra ÍpÚ BDG gvn€a ‡sh §st‹ tª §n t“ §nallåj toË kÊklou tmÆmati gvn€& tª ÍpÚ DAG. ÉEpe‹ oÔn ‡sh §st‹n ≤ ÍpÚ BDG tª ÍpÚ DAG, koinØ proske€syv ≤ ÍpÚ GDA: ˜lh êra ≤ ÍpÚ BDA ‡sh §st‹ dus‹ ta›w ÍpÚ GDA, DAG. ÉAllå ta›w ÍpÚ GDA, DAG ‡sh §st‹n ≤ §ktÚw ≤ ÍpÚ BGD: ka‹ ≤ ÍpÚ BDA êra ‡sh §st‹ tª ÍpÚ BGD. ÉAllå ≤ ÍpÚ BDA tª ÍpÚ GBD §stin ‡sh, §pe‹ ka‹ pleurå ≤ AD tª AB §stin ‡sh: Àste ka‹ ≤ ÍpÚ DBA tª ÍpÚ BGD §stin ‡sh. Aﬂ tre›w êra aﬂ ÍpÚ BDA, DBA, BGD ‡sai éllÆlaiw eﬁs€n. Ka‹ §pe‹ ‡sh §st‹n ≤ ÍpÚ DBG gvn€a tª ÍpÚ BGD, ‡sh §st‹ ka‹ pleurå ≤ BD pleurò tª DG. ÉAllå ≤ BD tª GA ÍpÒkeitai ‡sh: ka‹ ≤ GA êra tª GD §stin ‡sh: Àste ka‹ gvn€a ≤ ÍpÚ GDA gvn€& tª ÍpÚ DAG §stin ‡sh: aﬂ êra ÍpÚ GDA, DAG t∞w ÍpÚ DAG eﬁsi diplas€ouw. ÖIsh d¢ ≤ ÍpÚ BGD ta›w ÍpÚ GDA, DAG: ka‹ ≤ ÍpÚ BGD êra t∞w ÍpÚ GAD §sti dipl∞. ÖIsh d¢ ≤ ÍpÚ BGD •kat°r& t«n ÍpÚ BDA, DBA: ka‹ •kat°ra êra t«n ÍpÚ BDA, DBA t∞w ÍpÚ DAB §sti dipl∞.

ÉIsoskel¢w êra tr€gvnon sun°statai tÚ ABD ¶xon •kat°ran t«n prÚw tª DB bãsei gvni«n diplas€ona t∞w loip∞w: ˜per ¶dei poi∞sai.

PrÒblhma ia'.

Eﬁw tÚn doy°nta kÊklon pentãgvnon ﬁsÒpleurÒn te ka‹ ﬁsog≈nion §ggrãcai.

ÖEstv ı doye‹w kÊklow ı ABGDE:

de› dØ eﬁw tÚn ABGDE kÊklon pentãgvnon ﬁsÒpleurÒn te ka‹ ﬁsog≈​nion §ggrãcai.

ÉEkke€syv tr€gvnon ﬁsoskel¢w tÚ ZHY diplas€ona ¶xon •kat°ran t«n prÚw to›w H, Y gvni«n t∞w prÚw t“ Z, ka‹ §ggegrãfyv eﬁw tÚn ABGDE kÊklon t“ ZHY trig≈nƒ ﬁsog≈nion tr€gvnon tÚ AGD, Àste tª m¢n prÚw t“ Z gvn€& ‡shn e‰nai tØn ÍpÚ GAD, •kat°ran d¢ t«n prÚw to›w H, Y ‡shn •kat°r& t«n ÍpÚ AGD, GDA: ka‹ •kat°ra êra t«n ÍpÚ AGD, GDA t∞w ÍpÚ GAD §sti dipl∞. TetmÆsyv dØ •kat°ra t«n ÍpÚ AGD, GDA d€xa ÍpÚ •kat°raw t«n GE, DB eÈyei«n, ka‹ §pezeÊxyvsan aﬂ AB, BG, [GD], DE, EA.

ÉEpe‹ oÔn •kat°ra t«n ÍpÚ AGD, GDA gvni«n dipla​s€vn §st‹ t∞w ÍpÚ GAD, ka‹ tetmhm°nai eﬁs‹ d€xa ÍpÚ t«n GE, DB eÈyei«n, aﬂ p°nte êra gvn€ai aﬂ ÍpÚ DAG, AGE, EGD, GDB, BDA ‡sai éllÆlaiw eﬁs€n. Aﬂ d¢ ‡sai gvn€ai §p‹ ‡svn periferei«n bebÆkasin: aﬂ p°nte êra perif°reiai aﬂ AB, BG, GD, DE, EA ‡sai éllÆlaiw eﬁs€n. ÑUpÚ d¢ tåw ‡saw perifere€aw ‡sai eÈye›ai Ípote€nou​sin: aﬂ p°nte êra eÈye›ai aﬂ AB, BG, GD, DE, EA ‡sai éllÆlaiw eﬁs€n: ﬁsÒpleuron êra §st‹ tÚ ABGDE pentã​gvnon. L°gv dÆ, ˜ti ka‹ ﬁsog≈nion. ÉEpe‹ går ≤ AB peri​f°reia tª DE perifere€& §st‹n ‡sh, koinØ proske€syv ≤ BGD: ˜lh êra ≤ ABGD perif°reia ˜l˙ tª EDGB perifere€& §st‹n ‡sh. Ka‹ b°bhken §p‹ m¢n t∞w ABGD perifere€aw gvn€a ≤ ÍpÚ AED, §p‹ d¢ t∞w EDGB peri​fere€aw gvn€a ≤ ÍpÚ BAE: ka‹ ≤ ÍpÚ BAE êra gvn€a tª ÍpÚ AED §stin ‡sh. Diå tå aÈtå dØ ka‹ •kãsth t«n ÍpÚ ABG, BGD, GDE gvni«n •kat°r& t«n ÍpÚ BAE, AED §stin ‡sh: ﬁsog≈nion êra §st‹ tÚ ABGDE pentã​gvnon. ÉEde€xyh d¢ ka‹ ﬁsÒpleuron.

Eﬁw êra tÚn doy°nta kÊklon pentãgvnon ﬁsÒpleurÒn te ka‹ ﬁsog≈nion §gg°graptai: ˜per ¶dei poi∞sai.

Regelmässiges 15-Eck

PrÒblhma iw'.

Eﬁw tÚn doy°nta kÊklon pentekaidekãgvnon ﬁsÒpleurÒn te ka‹ ﬁsog≈nion §ggrãcai.

ÖEstv ı doye‹w kÊklow ı ABGD:

de› dØ eﬁw tÚn ABGD kÊklon pentekaidekãgvnon ﬁsÒpleurÒn te ka‹ ﬁsog≈nion §ggrãcai.

ÉEggegrãfyv eﬁw tÚn ABGD kÊklon trig≈nou m¢n ﬁsopleÊrou toË eﬁw aÈtÚn §ggrafom°nou pleurå ≤ AG, pentag≈nou d¢ ﬁsopleÊrou ≤ AB: o·vn êra §st‹n ı ABGD kÊklow ‡svn tmhmãtvn dekap°nte, toioÊtvn ≤ m¢n ABG perif°reia tr€ton oÔsa toË kÊklou ¶stai p°nte, ≤ d¢ AB perif°reia p°mpton oÔsa toË kÊklou ¶stai tri«n: loipØ êra ≤ BG t«n ‡svn dÊo. TetmÆsyv ≤ BG d€xa katå tÚ E: •kat°ra êra t«n BE, EG perife​rei«n pentekaid°katÒn §sti toË ABGD kÊklou.

ÉEån êra §pizeÊjantew tåw BE, EG ‡saw aÈta›w katå tÚ sunex¢w eÈye€aw §narmÒsvmen eﬁw tÚn ABGD[E] kÊklon, ¶stai eﬁw aÈtÚn §g​gegramm°non pentekaidekã​gvnon ﬁsÒpleurÒn te ka‹ ﬁso​g≈nion: ˜per ¶dei poi∞sai.

Arithmetik (7. Buch)

Definitionen

OROI

a'.
Monãw §stin, kay' ∂n ßkaston t«n ˆntvn ©n l°getai.

b'.
ÉAriymÚw d¢ tÚ §k monãdvn sugke€menon pl∞yow.

g'.
M°row §st‹n ériymÚw ériymoË ı §lãssvn toË me€zonow, ˜tan katametrª tÚn me€zona.

d'.
M°rh d°, ˜tan mØ katametrª.

e'.
Pollaplãsiow d¢ ı me€zvn toË §lãssonow, ˜tan katametr∞tai ÍpÚ toË §lãssonow.

w'.
ÖArtiow ériymÒw §stin ı d€xa diairoÊmenow.

z'.
PerissÚw d¢ ı mØ diairoÊmenow d€xa µ ı monãdi diaf°rvn ért€ou ériymoË.

h'.
ÉArtiãkiw êrtiow ériymÒw §stin ı ÍpÚ ért€ou ériymoË metroÊmenow katå êrtion ériymÒn.

y'.
ÉArtiãkiw d¢ perissÒw §stin ı ÍpÚ ért€ou ériymoË metroÊmenow katå perissÚn ériymÒn.

i'.
Perissãkiw értiÒw §stin ı ÍpÚ perissoË ériymoË metroÊmenow katå êrtion ériymÒn.

ia'.
Perissãkiw d¢ perissÒw ériymÒw §stin ı ÍpÚ perissoË ériymoË metroÊmenow katå perissÚn ériymÒn.

ib'.
Pr«tow ériymÒw §stin ı monãdi mÒn˙ metroÊmenow.

ig'.
Pr«toi prÚw éllÆlouw ériymo€ eﬁsin oﬂ monãdi mÒn˙ metroÊmenoi koin“ m°trƒ.

id'.
SÊnyetow ériymÒw §stin ı ériym“ tini metroÊmenow.

ie'.
SÊnyetoi d¢ prÚw éllÆlouw ériymo€ eﬁsin oﬂ ériym“ tini metroÊmenoi koin“ m°trƒ.

iw'.
ÉAriymÚw ériymÚn pollaplasiãzein l°getai, ˜tan, ˜sai eﬁs‹n §n aÈt“ monãdew, tosautãkiw sunteyª ı polla​plasiazÒmenow, ka‹ g°nhta€ tiw.

iz'.
ÜOtan d¢ dÊo ériymo€ pollaplasiãsantew éllÆlouw poi«s€ tina, ı genÒmenow §p€pedow kale›tai, pleura‹ d¢ aÈtoË oﬂ pollaplasiãsantew éllÆlouw ériymo€.

ih'.
ÜOtan d¢ tre›w ériymo‹ pollaplasiãsantew éllÆlouw poi«s€ tina, ı genÒmenow stereÒw §stin, pleura‹ d¢ aÈtoË oﬂ pollaplasiãsantew éllÆlouw ériymo€.

iy'.
Tetrãgvnow ériymÒw §stin ı ﬁsãkiw ‡sow µ ı ÍpÚ dÊo ‚svn ériym«n periexÒmenow.

k'.
KÊbow d¢ ı ﬁsãkiw ‡sow ﬁsãkiw µ ı ÍpÚ tri«n ‡svn ériym«n periexÒmenow.

ka'.
ÉAriymo‹ énãlogÒn eﬁsin, ˜tan ı pr«tow toË deut°rou ka‹ ı tr€tow toË tetãrtou ﬁsãkiw ¬ pollaplãsiow µ tÚ aÈtÚ m°row µ tå aÈtå m°rh Œsin.

kb'.
ÜOmoioi §p€pedoi ka‹ stereo‹ ériymo€ eﬁsin oﬂ énãlogon ¶xontew tåw pleurãw.

kg'.
T°leiow ériymÒw §stin ı to›w •autoË m°resin ‡sow  n.

 Euklidischer Algorithmus

Ye≈rhma b'.

DÊo ériym«n doy°ntvn mØ pr≈tvn prÚw éllÆlouw tÚ m°giston aÈt«n koinÚn m°tron eÍre›n.

ÖEstvsan oﬂ doy°ntew dÊo ériymo‹ mØ pr«toi prÚw éllÆlouw oﬂ AB, GD.

De› dØ t«n AB, GD tÚ m°giston koinÚn m°tron eÍre›n.

Eﬁ m¢n oÔn ı GD tÚn AB metre›, metre› d¢ ka‹ •autÒn, ı GD êra t«n GD, AB koinÚn m°tron §st€n. Ka‹ fanerÒn, ˜ti ka‹ m°giston: oÈde‹w går me€zvn toË GD tÚn GD metrÆsei.

Eﬁ d¢ oÈ metre› ı GD tÚn AB, t«n AB, GD ényufai​roum°nou ée‹ toË §lãssonow épÚ toË me€zonow leifyÆseta€ tiw ériymÒw, ˘w metrÆsei tÚn prÚ •autoË. Monåw m¢n går oÈ leifyÆsetai: eﬁ d¢ mÆ, ¶sontai oﬂ AB, GD pr«toi prÚw éllÆlouw: ˜per oÈx ÍpÒkeitai. LeifyÆseta€ tiw êra ériymÒw, ˘w metrÆsei tÚn prÚ •autoË. Ka‹ ı m¢n GD tÚn BE metr«n leip°tv •au​toË §lãssona tÚn EA, ı d¢ EA tÚn DZ metr«n leip°tv •autoË §lãssona tÚn ZG, ı d¢ GZ tÚn AE metre€tv. ÉEpe‹ oÔn ı GZ tÚn AE metre›, ı d¢ AE tÚn DZ metre›, ka‹ ı GZ êra tÚn DZ metrÆsei: metre› d¢ ka‹ •autÒn: ka‹ ˜lon êra tÚn GD metrÆsei. ÑO d¢ GD tÚn BE metre›: ka‹ ı GZ êra tÚn BE metre›: metre› d¢ ka‹ tÚn EA: ka‹ ˜lon êra tÚn BA metrÆsei: metre› d¢ ka‹ tÚn GD: ı GZ êra toÁw AB, GD metre›. ı GZ êra t«n AB, GD koinÚn m°tron §st€n. L°gv dÆ, ˜ti ka‹ m°giston. Eﬁ går mÆ §stin ı GZ t«n AB, GD m°giston koinÚn m°tron, metrÆsei tiw toÁw AB, GD ériymoÁw ériymÚw me€zvn Ãn toË GZ. Metre€tv, ka‹ ¶stv ı H. Ka‹ §pe‹ ı H tÚn GD metre›, ı d¢ GD tÚn BE metre›, ka‹ ı H êra tÚn BE metre›: metre› d¢ ka‹ ˜lon tÚn BA: ka‹ loipÚn êra tÚn AE metrÆsei. ÑO d¢ AE tÚn DZ metre›: ka‹ ı H êra tÚn DZ metrÆsei: metre› d¢ ka‹ ˜lon tÚn DG: ka‹ loipÚn êra tÚn GZ metrÆsei ı me€zvn tÚn §lãw​sona: ˜per §st‹n édÊnaton: oÈk êra toÁw AB, GD ériymoÁw ériymÒw tiw metrÆsei me€zvn Ãn toË GZ: ı GZ êra t«n AB, GD m°gistÒn §sti koinÚn m°tron: [˜per ¶dei de›jai].

PÒrisma

ÉEk dØ toÊtou fanerÒn, ˜ti §ån ériymÚw dÊo ériymoÁw metrª, ka‹ tÚ m°giston aÈt«n koinÚn m°tron metrÆsei: ˜per ¶dei de›jai. 

Geometrie im dreidimensionalen Raum (11. und 12. Buch)

Definitionen

OROI

a'.
StereÒn §sti tÚ m∞kow ka‹ plãtow ka‹ bãyow ¶xon.

b'.
StereoË d¢ p°raw §pifãneia.

g'.
EÈye›a prÚw §p€pedon ÙryÆ §stin, ˜tan prÚw pãsaw tåw èptom°naw aÈt∞w eÈye€aw ka‹ oÎsaw §n t“ [Ípokeim°nƒ] §pip°dƒ Ùryåw poiª gvn€aw.

d'.
ÉEp€pedon prÚw §p€pedon ÙryÒn §stin, ˜tan aﬂ tª koi​nª tomª t«n §pip°dvn prÚw Ùryåw égÒmenai eÈye›ai §n •n‹ t«n §pip°dvn t“ loip“ §pip°dƒ prÚw Ùryåw Œsin.

e'.
EÈye€aw prÚw §p€pedon kl€siw §st€n, ˜tan épÚ toË mete≈rou p°ratow t∞w eÈye€aw §p‹ tÚ §p€pedon kãyetow éxyª, ka‹ épÚ toË genom°nou shme€ou §p‹ tÚ §n t“ §pip°dƒ p°raw t∞w eÈye€aw eÈye›a §pizeuxyª, ≤ periexom°nh gvn€a ÍpÚ t∞w éxye€shw ka‹ t∞w §fest≈shw.

w'.
ÉEpip°dou prÚw §p€pedon kl€siw §st‹n ≤ periexom°nh Ùje›a gvn€a ÍpÚ t«n prÚw Ùryåw tª koinª tomª égom°nvn prÚw t“ aÈt“ shme€ƒ §n •kat°rƒ t«n §pip°dvn.

z'.
ÉEp€pedon prÚw §p€pedon ımo€vw kekl€syai l°getai ka‹ ßteron prÚw ßteron, ˜tan aﬂ eﬁrhm°nai t«n kl€sevn gv​n€ai ‡sai éllÆlaiw Œsin.

h'.
Parãllhla §p€pedã §sti tå ésÊmptvta.

y'.
ÜOmoia stereå sxÆmatã §sti tå ÍpÚ ımo€vn §pip°​dvn periexÒmena ‡svn tÚ pl∞yow.

i'.
ÖIsa d¢ ka‹ ˜moia stereå sxÆmatã §sti tå ÍpÚ ımo€vn §pip°dvn periexÒmena ‡svn t“ plÆyei ka‹ t“ meg°yei.

ia'.
Stereå gvn€a §st‹n ≤ ÍpÚ pleiÒnvn µ dÊo gram​m«n èptom°nvn éllÆlvn ka‹ mØ §n tª aÈtª §pifane€& oÈs«n prÚw pãsaiw ta›w gramma›w kl€siw. ÖAllvw: stereå gvn€a §st‹n ≤ ÍpÚ pleiÒnvn µ dÊo gvni«n §pip°dvn peri​exom°nh mØ oÈs«n §n t“ aÈt“ §pip°dƒ prÚw •n‹ shme€ƒ sunistam°nvn.

ib'.
Puram€w §sti sx∞ma stereÚn §pip°doiw periexÒme​non épÚ •nÚw §pip°dou prÚw •n‹ shme€ƒ sunest≈w.

ig'.
Pr€sma §st‹ sx∞ma stereÚn §pip°doiw periexÒme​non, œn dÊo tå épenant€on ‡sa te ka‹ ˜moiã §sti ka‹ parãl​lhla, tå d¢ loipå parallhlÒgramma.

id'.
Sfa›rã §stin, ˜tan ≤mikukl€ou menoÊshw t∞w dia​m°trou perienexy¢n tÚ ≤mikÊklion eﬁw tÚ aÈtÚ pãlin épo​katastayª, ˜yen ≥rjato f°resyai, tÚ perilhfy¢n sx∞ma.

ie'.
ÖAjvn d¢ t∞w sfa€raw §st‹n ≤ m°nousa eÈye›a, per‹ ∂n tÚ ≤mikÊklion str°fetai.

iw'.
K°ntron d¢ t∞w sfa€raw §st‹ tÚ aÈtÒ, ˘ ka‹ toË ≤mikukl€ou.

iz'.
Diãmetrow d¢ t∞w sfa€raw §st‹n eÈye›ã tiw diå toË k°ntrou ±gm°nh ka‹ peratoum°nh §f' •kãtera tå m°rh ÍpÚ t∞w §pifane€aw t∞w sfa€raw.

ih'.
K«nÒw §stin, ˜tan Ùryogvn€ou trig≈nou menoÊshw miçw pleurçw t«n per‹ tØn ÙryØn gvn€an perienexy¢n tÚ tr€gvnon eﬁw tÚ aÈtÚ pãlin épokatastayª, ˜yen ≥rjato f°resyai, tÚ perilhfy¢n sx∞ma. Kín m¢n ≤ m°nousa eÈye›a ‡sh ¬ tª loipª [tª] per‹ tØn ÙryØn periferom°n˙, Ùryo​g≈niow ¶stai ı k«now, §ån d¢ §lãttvn, émblug≈niow, §ån d¢ me€zvn, Ùjug≈niow.

iy'.
ÖAjvn d¢ toË k≈nou §st‹n ≤ m°nousa eÈye›a, per‹ ∂n tÚ tr€gvnon str°fetai.

k'.
Bãsiw d¢ ı kÊklow ı ÍpÚ t∞w periferom°nhw eÈye€aw grafÒmenow.

ka'.
KÊlindrÒw §stin, ˜tan Ùryogvn€ou parallhlo​grãmmou menoÊshw miçw pleurçw t«n per‹ tØn ÙryØn gvn€an perienexy¢n tÚ parallhlÒgrammon eﬁw tÚ aÈtÚ pãlin épokatastayª, ˜yen ≥rjato f°resyai, tÚ peri​lhfy¢n sx∞ma.

kb'.
ÖAjvn d¢ toË kul€ndrou §st‹n ≤ m°nousa eÈye›a, per‹ ∂n tÚ parallhlÒgrammon str°fetai.

kg'.
Bãseiw d¢ oﬂ kÊkloi oﬂ ÍpÚ t«n épenant€on peri​agom°nvn dÊo pleur«n grafÒmenoi.

kd'.
ÜOmoioi k«noi ka‹ kÊlindro€ eﬁsin, œn o· te êjonew ka‹ aﬂ diãmetroi t«n bãsevn énãlogÒn eﬁsin.

ke'.
KÊbow §st‹ sx∞ma stereÚn ÍpÚ ©j tetrag≈nvn ‡svn periexÒmenon.

kw'.
ÉOktãedrÒn §sti sx∞ma stereÚn ÍpÚ Ùkt∆ trig≈​nvn ‡svn ka‹ ﬁsopleÊrvn periexÒmenon.

kz'.
EﬁkosãedrÒn §sti sx∞ma stereÚn ÍpÚ e‡kosi tri​g≈nvn ‡svn ka‹ ﬁsopleÊrvn periexÒmenon.

kh'.
DvdekãedrÒn §sti sx∞ma stereÚn ÍpÚ d≈deka pentag≈nvn ‡svn ka‹ ﬁsopleÊrvn ka‹ ﬁsogvn€vn periexÒ​menon.

Volumen der Pyramide

Ye≈rhma z'.

Pçn pr€sma tr€gvnon ¶xon bãsin diaire›tai eﬁw tre›w puram€daw ‡saw éllÆlaiw trig≈nouw bãseiw §xoÊsaw.

ÖEstv pr€sma, o bãsiw m¢n tÚ ABG tr€gvnon, épenan​t€on d¢ tÚ DEZ:

l°gv, ˜ti tÚ ABGDEZ pr€sma diaire›​tai eﬁw tre›w puram€daw ‡saw éllÆlaiw trig≈nouw §xoÊsaw bãseiw.

ÉEpezeÊxyvsan går aﬂ BD, EG, GD. ÉEpe‹ parallhlÒ​grammÒn §sti tÚ ABED, diãmetrow d¢ aÈtoË §stin ≤ BD, ‡son êra §st‹ tÚ ABD tr€gvnon t“ EBD trig≈nƒ: ka‹ ≤ puram‹w êra, ∏w bãsiw m¢n tÚ ABD tr€gvnon, korufØ d¢ tÚ G shme›on, ‡sh §st‹ puram€di, ∏w bãsiw m°n §sti tÚ DEB tr€gvnon, korufØ d¢ tÚ G shme›on. ÉAllå ≤ puram€w, ∏w bãsiw m°n §sti tÚ DEB tr€gvnon, korufØ d¢ tÚ G shme›on, ≤ aÈtÆ §sti puram€di, ∏w bãsiw m°n §sti tÚ EBG tr€gvnon, korufØ d¢ tÚ D shme›on: ÍpÚ går t«n aÈt«n §pi​p°dvn peri°xetai. Ka‹ puram‹w êra, ∏w bãsiw m°n §sti tÚ ABD tr€gvnon, korufØ d¢ tÚ G shme›on, ‡sh §st‹ pura​m€di, ∏w bãsiw m°n §sti tÚ EBG tr€gvnon, korufØ d¢ tÚ D shme›on. Pãlin, §pe‹ parallhlÒgrammÒn §sti tÚ ZGBE, diã​metrow d° §stin aÈtoË ≤ GE, ‡son §st‹ tÚ GEZ tr€gvnon t“ GBE trig≈nƒ. Ka‹ puram‹w êra, ∏w bãsiw m°n §sti tÚ BGE tr€gvnon, korufØ d¢ tÚ D sh​me›on, ‡sh §st‹ puram€di, ∏w bã​siw m°n §sti tÚ EGZ tr€gvnon, korufØ d¢ tÚ D shme›on. ÑH d¢ pu​ram€w, ∏w bãsiw m°n §sti tÚ BGE tr€gvnon, korufØ d¢ tÚ D shme›on, ‡sh §de€xyh pura​m€di, ∏w bãsiw m°n §sti tÚ ABD tr€gvnon, korufØ d¢ tÚ G shme›on: ka‹ puram‹w êra, ∏w bãsiw m°n §sti tÚ GEZ tr€gvnon, korufØ d¢ tÚ D shme›on, ‡sh §st‹ puram€di, ∏w bãsiw m¢n [§sti] tÚ ABD tr€gvnon, korufØ d¢ tÚ G shme›​on: diπrhtai êra tÚ ABGDEZ pr€sma eﬁw tre›w pura​m€daw ‡saw éllÆlaiw trig≈nouw §xoÊsaw bãseiw.

Ka‹ §pe‹ puram€w, ∏w bãsiw m°n §sti tÚ ABD tr€gvnon, korufØ d¢ tÚ G shme›on, ≤ aÈtÆ §sti puram€di, ∏w bãsiw tÚ GAB tr€gvnon, korufØ d¢ tÚ D shme›on: ÍpÚ går t«n aÈt«n §pip°dvn peri°xontai: ≤ d¢ puram€w, ∏w bãsiw tÚ ABD tr€gvnon, korufØ d¢ tÚ G shme›on, tr€ton §de€xyh toË pr€smatow, o bãsiw tÚ ABG tr€gvnon, épenant€on d¢ tÚ DEZ, ka‹ ≤ puram‹w êra, ∏w bãsiw tÚ ABG tr€gv​non, korufØ d¢ tÚ D shme›on, tr€ton §st‹ toË pr€smatow toË ¶xontow bãsin tØn aÈtØn tÚ ABG tr€gvnon, épenan​t€on d¢ tÚ DEZ.

PÒrisma

ÉEk dØ toÊtou fanerÒn, ˜ti pçsa puram‹w tr€ton m°row §st‹ toË pr€smatow toË tØn aÈtØn bãsin ¶xontow aÈtª ka‹ Ïcow ‡son [§peidÆper kín ßterÒn ti sx∞ma eÈyÊgrammon ¶x˙ ≤ bãsiw toË pr€smatow, toioËto ka‹ tÚ épenant€on, ka‹ diaire›tai eﬁw pr€smata tr€gvna ¶xonta tåw bãseiw ka‹ tå épenant€on, ka‹ …w ≤ ˜lh bãsiw prÚw ßkaston]: ˜per ¶dei de›jai.

Volumen des Kegels 

Ye≈rhma i'.

Pçw k«now kul€ndrou tr€ton m°row §st‹ toË tØn aÈtØn bãsin ¶xontow aÈt“ ka‹ Ïcow ‡son. 

ÉEx°tv går k«now kul€ndrƒ bãsin te tØn aÈtØn tÚn ABGD kÊklon ka‹ Ïcow ‡son:

l°gv, ˜ti ı k«now toË kul€n​drou tr€ton §st‹ m°row, tout°stin ˜ti ı kÊlindrow toË k≈​nou triplas€vn §st€n.

Eﬁ går mÆ §stin ı kÊlindrow toË k≈nou triplas€vn, ¶stai ı kÊlindrow toË k≈nou ≥toi me€zvn µ triplas€vn µ §lãssvn µ triplas€vn. ÖEstv prÒteron me€zvn µ triplas€vn, ka‹ §ggegrãfyv eﬁw tÚn ABGD kÊklon tetrãgvnon tÚ ABGD: tÚ dØ ABGD tetrãgvnon me›zÒn §stin µ tÚ ¥misu toË ABGD kÊklou. Ka‹ énestãtv épÚ toË ABGD tetrag≈nou pr€sma ﬁso​#c¢w t“ kul€ndrƒ. tÚ dØ énistãmenon pr€sma me›​zÒn §stin µ tÚ ¥misu toË kul€ndrou, §peidÆper kín per‹ tÚn ABGD kÊklon tetrãgvnon perigrãcvmen, tÚ §ggegramm°non eﬁw tÚn ABGD kÊklon te​trãgvnon ¥misÊ §sti toË perigegramm°nou: ka€ §sti tå ép' aÈt«n énistã​mena stereå parallhlep€peda pr€smata ﬁso#c∞: tå d¢ ÍpÚ tÚ aÈtÚ Ïcow ˆnta stereå parallhlep€peda prÚw êllhlã §stin …w aﬂ bãseiw: ka‹ tÚ §p‹ toË ABGD êra tetrag≈nou énastay¢n pr€sma ¥misÊ §sti toË énastay°ntow pr€smatow épÚ toË per‹ tÚn ABGD kÊklon perigraf°ntow tetrag≈nou: ka€ §stin ı kÊlin​drow §lãttvn toË pr€smatow toË énastay°ntow épÚ toË per‹ tÚn ABGD kÊklon perigraf°ntow tetrag≈nou: tÚ êra pr€sma tÚ énastay¢n épÚ toË ABGD tetrag≈nou ﬁso#c¢w t“ kul€ndrƒ me›zÒn §sti toË ≤m€sevw toË kul€n​drou. TetmÆsyvsan aﬂ AB, BG, GD, DA perif°reiai d€xa katå tå E, Z, H, Y shme›a, ka‹ §pezeÊxyvsan aﬂ AE, EB, BZ, ZG, GH, HD, DY, YA: ka‹ ßkaston êra t«n AEB, BZG, GHD, DYA trig≈nvn me›zÒn §stin µ tÚ ¥misu toË kay' •autÚ tmÆmatow toË ABGD kÊklou, …w ¶mprosyen §de€knumen. ÉAnestãtv §f' •kãstou t«n AEB, BZG, GHD, DYA trig≈nvn pr€smata ﬁso​uc∞ t“ kul€ndrƒ: ka‹ ßkaston êra t«n énastay°ntvn prismãtvn me›zÒn §stin µ tÚ ¥misu m°row toË kay' •autÚ tmÆmatow toË kul€ndrou, §peidÆper §ån diå t«n E, Z, H, Y shme€vn parallÆlouw ta›w AB, BG, GD, DA égãgv​men, ka‹ sumplhr≈svmen tå §p‹ t«n AB, BG, GD, DA parallhlÒgramma, ka‹ ép' aÈt«n énastÆsvmen stereå parallhlep€peda ﬁso#c∞ t“ kul€ndrƒ, •kãstou t«n énastay°ntvn ≤m€sh §st‹ tå pr€smata tå §p‹ t«n AEB, BZG, GHD, DYA trig≈nvn: ka€ §sti tå toË kul€ndrou tmÆmata §lãttona t«n énastay°ntvn stere«n parallhl​epip°dvn: Àste ka‹ tå §p‹ t«n AEB, BZG, GHD, DYA trig≈nvn pr€smata me€zonã §stin µ tÚ ¥misu t«n kay' •autå toË kul€ndrou tmhmãtvn. T°mnontew dØ tåw Ípoleipom°naw perifere€aw d€xa ka‹ §pizeugnÊntew eÈ​ye€aw ka‹ énistãntew §f' •kãstou t«n trig≈nvn pr€smata ﬁso#c∞ t“ kul€ndrƒ ka‹ toËto ée‹ poioËntew katale€co​m°n tina épotmÆmata toË kul€ndrou, ì ¶stai §lãttona t∞w Íperox∞w, √ Íper°xei ı kÊlindrow toË triplas€ou toË k≈​nou. Lele€fyv, ka‹ ¶stv tå AE, EB, BZ, ZG, GH, HD, DY, YA: loipÚn êra tÚ pr€sma, o bãsiw m¢n tÚ AEBZ GHDY polÊgvnon, Ïcow d¢ tÚ aÈtÚ t“ kul€ndrƒ, me›​zÒn §stin µ triplãsion toË k≈nou. ÉAllå tÚ pr€sma, o bãsiw m°n §sti tÚ AEBZGHDY polÊgvnon, Ïcow d¢ tÚ aÈtÚ t“ kul€ndrƒ, triplãsiÒn §sti t∞w puram€dow, ∏w bãsiw m°n §sti tÚ AEBZGHDY polÊgvnon, korufØ d¢ ≤ aÈtØ t“ k≈nƒ: ka‹ ≤ puram‹w êra, ∏w bãsiw m¢n [§sti] tÚ AEBZGHDY polÊgvnon, korufØ d¢ ≤ aÈtØ t“ k≈nƒ, me€zvn §st‹ toË k≈nou toË bãsin ¶xontow tÚn ABGD kÊklon. ÉAllå ka‹ §lãttvn: §mperi°xetai går Íp' aÈtoË: ˜per §st‹n édÊnaton. OÈk êra §st‹n ı kÊlindrow toË k≈nou me€zvn µ triplãsiow.

L°gv dÆ, ˜ti oÈd¢ §lãttvn §st‹n µ triplãsiow ı kÊlin​drow toË k≈nou.

Eﬁ går dunatÒn, ¶stv §lãttvn µ triplãsiow ı kÊlindrow toË k≈nou: énãpalin êra ı k«now toË kul€ndrou me€zvn §st‹n µ tr€ton m°row. ÉEggegrãfyv dØ eﬁw tÚn ABGD kÊklon tetrãgvnon tÚ ABGD: tÚ ABGD êra tetrãgv​non me›zÒn §stin µ tÚ ¥misu toË ABGD kÊklou. Ka‹ én​estãtv épÚ toË ABGD tetrag≈nou puram‹w tØn aÈtØn korufØn ¶xousa t“ k≈nƒ: ≤ êra énastaye›sa puram‹w me€zvn §st‹n µ tÚ ¥misu m°row toË k≈nou, §peidÆper, …w ¶mprosyen §de€knumen, ˜ti §ån per‹ tÚn kÊklon tetrãgv​non perigrãcvmen, ¶stai tÚ ABGD tetrãgvnon ¥misu toË per‹ tÚn kÊklon perigegramm°nou tetrag≈nou: ka‹ §ån épÚ t«n tetrag≈nvn stereå parallhlep€peda éna​stÆsvmen ﬁso#c∞ t“ k≈nƒ, ì ka‹ kale›tai pr€smata, ¶stai tÚ énastay¢n épÚ toË ABGD tetrag≈nou ¥misu toË énastay°ntow épÚ toË per‹ tÚn kÊklon perigraf°ntow tetrag≈nou: prÚw êllhla gãr eﬁsin …w aﬂ bãseiw. Àste ka‹ tå tr€ta: ka‹ puram‹w êra, ∏w bãsiw tÚ ABGD tetrã​gvnon, ¥misÊ §sti t∞w puram€dow t∞w énastaye€shw épÚ toË per‹ tÚn kÊklon perigraf°ntow tetrag≈nou. Ka€ §sti me€zvn ≤ puram‹w ≤ énastaye›sa épÚ toË per‹ tÚn kÊklon tetrag≈nou toË k≈nou: §mperi°xei går aÈtÒn. ÑH êra puram‹w, ∏w bãsiw tÚ ABGD tetrãgvnon, korufØ d¢ ≤ aÈtØ t“ k≈nƒ, me€zvn §st‹n µ tÚ ¥misu toË k≈nou. TetmÆsyvsan aﬂ AB, BG, GD, DA perif°reiai d€xa katå tå E, Z, H, Y shme›a, ka‹ §pezeÊxyvsan aﬂ AE, EB, BZ, ZG, GH, HD, DY, YA: ka‹ ßkaston êra t«n AEB, BZG, GHD, DYA trig≈nvn me›zÒn §stin µ tÚ ¥misu m°row toË kay' •autÚ tmÆmatow toË ABGD kÊklou. Ka‹ énestãtvsan §f' •kãstou t«n AEB, BZG, GHD, DYA trig≈nvn puram€dew tØn aÈtØn korufØn ¶xousai t“ k≈nƒ: ka‹ •kãsth êra t«n énastayeis«n puram€dvn katå tÚn aÈtÚn trÒpon me€zvn §st‹n µ tÚ ¥misu m°row toË kay' •autØn tmÆmatow toË k≈nou. T°mnontew dØ tåw Ípo​leipom°naw perifere€aw d€xa ka‹ §pizeugnÊntew eÈye€aw ka‹ énistãntew §f' •kãstou t«n trig≈nvn puram€da tØn aÈtØn korufØn ¶xousan t“ k≈nƒ ka‹ toËto ée‹ poioËntew katale€com°n tina épotmÆmata toË k≈nou, ì ¶stai §lãt​tona t∞w Íperox∞w, √ Íper°xei ı k«now toË tr€tou m°rouw toË kul€ndrou. Lele€fyv, ka‹ ¶stv tå §p‹ t«n AE, EB, BZ, ZG, GH, HD, DY, YA: loipØ êra ≤ puram€w, ∏w bãsiw m°n §sti tÚ AEBZGHDY polÊgvnon, korufØ d¢ ≤ aÈtØ t“ k≈nƒ, me€zvn §st‹n µ tr€ton m°row toË kul€n​drou. ÉAll' ≤ puram€w, ∏w bãsiw m°n §sti tÚ AEBZG HDY polÊgvnon, korufØ d¢ ≤ aÈtØ t“ k≈nƒ, tr€ton §st‹ m°row toË pr€smatow, o bãsiw m°n §sti tÚ AEBZGHDY polÊgvnon, Ïcow d¢ tÚ aÈtÚ t“ kul€ndrƒ: tÚ êra pr€sma, o bãsiw m°n §sti tÚ AEBZGHDY polÊgvnon, Ïcow d¢ tÚ aÈtÚ t“ kul€ndrƒ, me›zÒn §sti toË kul€ndrou, o bãsiw §st‹n ı ABGD kÊklow. éllå ka‹ ¶latton: §m​peri°xetai går Íp' aÈtoË: ˜per §st‹n édÊnaton. OÈk êra ı kÊlindrow toË k≈nou §lãttvn §st‹n µ triplãsiow. ÉEde€x​yh d°, ˜ti oÈd¢ me€zvn µ triplãsiow: triplãsiow êra ı kÊlindrow toË k≈nou: Àste ı k«now tr€ton §st‹ m°row toË kul€ndrou.

Pçw êra k«now kul€ndrou tr€ton m°row §st‹ toË tØn aÈtØn bãsin ¶xontow aÈt“ ka‹ Ïcow ‡son: ˜per ¶dei de›jai. 

Wörter

Vorbemerkung

Mit (+) gekennzeichnete Wörter können vom Schüler selbständig erschlossen werden, solche mit (*) kommen häufig vor und sollten daher zum Lernvokabular gehören.

Wörter in Anführungs​zeichen (“”) sind Lehnübersetzungen.

Proklos

	tå stoixe›a
	die Elemente

	sunãgv
	verfassen

	suntãssv
	ordnen

	teleÒv
	vollenden

	malakÒw
	nachlässig

	to›w ¶mprosyen
	Dat. auctoris

	én°legktow
	unwiderlegbar

	§pibal≈n
	darauf

	sÊntomow
	kurz

	≤ étrapÒw
	Weg

	≤ proa€resiw
	wissenschaftliche Richtung, Gesinnung

	t°low pro€sthmi
	als Ziel festlegen

	≤ sÊstasiw
	Konstruktion

	mestÒw tinow
	voll von

	tå katoptrikã
	Bücher über die Theorie des Spiegels

	diaferÒntvw
	besonders

	êgamai
	bewundern

	≤ §klogÆ
	Auswahl


Geometrie (1. Buch)

Definitionen

	a'
	tÚ shme›on
	Punkt (+)

	
	tÚ m°row
	Teil (*)

	
	oÈy°n
	= oÈd°n

	b'
	≤ grammÆ
	Linie (*)

	
	é-platÆw, °w
	ohne Breite

	
	tÚ m∞kow
	Ausdehnung, Breite (*)

	g'
	tÚ p°raw
	Ende (*)

	d'
	eÈye›a grammÆ
	Gerade (+)

	
	§j ‡sou tin€
	in gleicher Weise in bezug auf etw.

	e'
	≤ §pifãneia
	Fläche (+)

	
	tÚ plãtow
	Breite

	z'.
	§p€pedow, on
	eben (*)

	
	§p€pedow §pifãneia
	Ebene (+)

	h'.
	≤ gvn€a
	Winkel (+)

	
	ëptoma€ tinow
	sich berühren, sich schneiden (*)

	
	§p' eÈye€aw
	in der Verlängerung

	y'.
	eÈyÊgrammow, on
	“geradlinig”

	i'.
	§fej∞w
	aufeinander folgend (*)

	
	ÙryØ gvn€a
	“rechter Winkel” (+)

	
	kãyetow
	< kay€hmi; “Kathete”

	ia'.
	émblÊw, e›a, Ê
	“stumpf” (+)

	ib'.
	ÙjÊw, e›a, Ê
	“spitz” (+)

	ig'.
	tÚ ˜row
	Begrenzung

	id'.
	tÚ sx∞ma, atow
	Figur (+)

	ie'.
	ı kÊklow
	Kreis (+)

	
	≤ perif°reia
	“Peripherie” (+)

	iw'
	tÚ k°ntron
	Mittelpunkt, “Zentrum” (+)

	iz'.
	≤ diãmetrow
	“Durchmesser” (+)

	
	eÈye›an êgv
	eine Linie “ziehen” (*)

	ih'.
	tÚ ≤mikÊklion
	Halbkreis (+)

	iy'.
	tr€pleurow, on
	“dreiseitig” (+)

	k'.
	ﬁsÒpleurow, on
	“gleichseitig” (+)

	
	ﬁsoskelÆw, ew
	“gleichschenklig” (+)

	
	skalhnÒw, on
	schief

	ka'.
	Ùryog≈niow, on
	“rechtwinklig” (+)

	
	émblug≈niow, on
	“stumpfwinklig” (+)

	
	Ùjug≈niow, on
	“spitzwinklig” (+)

	kb'.
	tÚ tetrãgvnon
	Quadrat (+)

	
	tÚ •terÒmhkew
	Rechteck (+)

	
	ı =Òmbow
	“Rhombus” (+)

	
	tÚ =omboeid°w
	Parallelogramm (+)

	
	épenant€on
	gegenüberliegend

	
	tÚ trap°zion
	Viereck

	kg'.
	parãllhlow, on
	“parallel” (+)

	
	§kbãllv
	verlängern (*)

	
	sump€ptv
	zusammenfallen


Postulate

	a'.
	katå tÚ sunex°w
	unaufhörlich

	g'.
	tÚ diãsthma
	Abstand, Radius (*)


Axiome

	e'.
	diplãsiow, on
	doppelt (+)

	z'.
	tå §farmÒzonta §p' êllhla
	kongruierend

	y'.
	tÚ xvr€on
	Fläche


Beweisschema

Problema a'

	doye€w, ye›sa, y°n
	“gegeben” (+)

	sun€sthmi
	konstruieren (*)

	t°mnv katã ti
	in etw. “schneiden” (+)

	§pizeÊgnumi
	eine Verbindungslinie ziehen (*)


Problema b'

	prÚw shme€ƒ
	in einem Punkt (*)


Problema d'

	Ípote€nv (ÍpÒ) ti
	einem Winkel gegenüberliegen (*) (vgl. “Hypotenuse”)

	ÍpÒ ABG
	Winkel ABG

	§farmÒttv
	auf etw. fallen, kongruieren


Satz von Pythagoras

Proklos p. 426, 6 – 9

	énap°mpv
	zurückführen

	bouyut°v
	Rinder opfern


Theorema mz'
	tÚ épÚ pleurçw tetrãgvnon
	das von einer Seite aufgespannte Quadrat, das Quadrat über einer Seite

	énagrãfv
	konstruieren


Theorema mh'

	ÍpÒkeitai
	es wurde vorausgesetzt


Geometrie (2. Buch)

Fehlende Algebra…

Definitionen

	b'.
	≤ diãmetrow
	Diagonale (*)

	
	ıpoionoËw, oËn
	jeder beliebige

	
	tÚ paraplÆrvma
	Ergänzungsparallelogramm

	
	ı gn≈mvn
	“Gnomon”


Theorema e'
	tÚ tm∞ma
	Schnitt (+)

	metajÊ tinow
	zwischen

	énagrãfv
	konstruieren


Zu beliebigem Viereck flächengleiches Quadrat

Problema me'
	‡sow, h, on
	flächengleich (*)

	parabãllv
	danebenlegen

	aﬂ §nallåj gvn€ai
	Gegenwinkel


Konstruktion der regelmässigen n-Ecke (4. Buch)

Regelmässiges 5-Eck

Problema i'
	§narmÒttv
	hineinpassen, als Sehne hineinlegen

	perigrãfv
	“umschreiben” (+)

	§fãptoma€ tinow
	berühren

	≤ §pafÆ
	Berührpunkt

	diãgomai
	sich erstrecken

	tª §n t“ §nallåj toË kÊklou
	gemeint: Peripheriewinkel


Problema ia'

	§ggrãfv
	einbeschreiben (+)

	b°bhka
	sich befinden


Regelmässiges 15-Eck

	§narmÒttv
	hineinpassen, als Sehne hineinlegen


Arithmetik (7. Buch)

Definitionen

	a'.
	≤ monãw
	Einheit, Einer (*)

	g'.
	tÚ m°row
	Teiler (+)

	
	katametr°v
	ausmessen, teilen (*)

	d'.
	tå m°rh
	Teile, Nichtteiler

	e'.
	pollaplãsiow, a, on
	Vielfaches (+)

	w'.
	êrtiow
	gerade (*)

	
	d€xa diair°v
	halbieren

	z'.
	perissÒw, Æ, Òn
	überzählig, ungerade (*)

	h'.
	értiãkiw
	gerademal

	
	metr°v katã ti
	teilen mit

	i'.
	perissãkiw
	ungerademal

	ib'.
	pr«tow, h, on
	“Primzahl” (lat. primus) (+)

	ig'.
	pr«toi, ai, a
	teilerfremd

	id'.
	sÊnyetow, h, on
	zusammengesetzt, nicht prim

	ie'.
	sÊnyetoi, ai, a
	nicht teilerfremd

	iw'.
	pollaplasiãzv
	vervielfachen (*)

	iz'.
	§p€pedow, h, on
	eben, flach; ebenes Produkt

	
	≤ pleËra
	Seite, Faktor

	ih'.
	stereÒw, ã, Òn
	fest; räumliches Produkt

	iy'.
	tetrãgvnow ériymÒw
	“Quadrat” (+)

	
	‡sow ﬁsãkiw
	mit sich selbst potenziert

	k'.
	ı kÊbow
	“Kubik”zahl

	ka'.
	énãlogow
	proportional (+)

	kg'.
	t°leiow, a, on
	vollkommen


Euklidischer Algorithmus

	tÚ m°giston koinÚn m°tron
	ggT

	ényufair°v
	gegenseitig abziehen


Geometrie im dreidimensionalen Raum (11. und 12. Buch)

Definitionen

	a'.
	stereÒw, ã, Òn
	fest, räumlich (+)

	b'.
	≤ §pifãneia
	Fläche

	g'.
	ëptomai
	berühren, schneiden

	e'.
	≤ kl€siw
	Neigungs(winkel)

	
	met°vrow, a, on
	in der Höhe befindlich

	
	ı kãyetow
	Lot

	
	§f€stamai
	darüberstehen

	h'.
	ésÊmptvtow, h, on
	nicht zusammenfallend (“Asymptote”)

	y'.
	˜moiow, a, on
	gleich (aussehend) (*)

	i'.
	‡sow, h, on
	volumengleich (*)

	id'.
	≤ sfa›ra
	Kugel (+)

	
	épokay€sthmi
	wieder in die alte Lage setzen (*)

	ie'.
	ı êjvn, onow
	Drehachse

	ih'.
	ı k«now
	Kegel, “Konus” (+)


Volumen der Pyramide

	≤ korufÆ
	Spitze

	‡sow, h, on
	volumengleich

	§peidÆper
	weil ja doch


Volumen des Kegels

	ﬁso#cÆw, ew tin€
	die gleiche Höhe habend wie

	tÚ parallhlep€pedon
	“Parallelflach”, Spat

	tÚ tm∞ma
	Segment

	≤ ÍperoxÆ
	Differenz

	§mperi°xomai
	enthalten werden


Kommentar

Geometrie (1. Buch)

Definitionen

a'.
Punkt
b'.
Linie
g'.
Begrenzung der Linie: keine neue Definition, sondern Verknüpfung zwischen a'. und b'.

d'.
Gerade, Strecke; sprachlich schwierig und auch umstritten: §j ‡sou bedeutet grundsätzlich “in gleicher Weise”, doch wohin gehört der Dativ to›w §f' •aut∞w shme€oiw? Am besten wohl doch zu ke›tai (“Eine Gerade ist eine Linie, die in gleicher Weise für alle Punkte auf ihr liegt.”) Sinn der Definition: Eine Gerade ist in allen Punkten gleich, kein Punkt ist durch Asymmetrie hervorgehoben.

Moderne Definition: Eine Gerade ist die kürzeste Verbindung zwischen 2 Punkten.

e'.
Fläche

w'.
Begrenzung der Fläche: keine neue Definition, sondern Verknüpfung zwischen e'. und b'. (Bemerkung: für Euklid ist also eine Kugel keine Fläche)

z'.
Ebene; vgl. d'.

h'.
Winkel zwischen beliebigen Kurven
y'.
Winkel;Winkel werden heute nur noch mit Geraden (bei Kurven mit Tangenten) definiert.

i'.
Rechter Winkel: Die Existenz von rechten Winkel in Problema I, 11 bewiesen.

ia'.
StumpferWinkel

ib'.
Spitzer Winkel

ig'.
Begrenzung: p°raw = ˜row

id'.
Figur: Geraden und Winkel sind ausgeschlossen (anders Platon).

ie'.
Kreis: als Punktmenge definiert: k = {P | MP = r}

iw'.
Mittelpunkt

iz'.
Durchmesser

ih'.
Halbkreis

iy'.
Vielecke

k'.
Dreiecke

ka'.
Winkel in Dreiecken
kb'.
Vierecke; Begriff “Parallelogramm”, der später immer wieder gebraucht wird, fällt hier nicht, da die Eigenschaft “parallel” noch nicht definiert wurde.

kg'.
Parallelen
Postulate

a'.
hier nur die Existenz, die Eindeutigkeit folgt aus Axiom 9

b'.
Verlängerung einer Strecke

g'.
Existenz eines Kreises

d'.
Rechte Winkel als Invariante.
e'.
sog. “Parallelenaxiom”, viele vergebliche Versuche, dieses Postulat als Theorem zu beweisen (Ptolemaios, Proklos; bis in die Neuzeit)

Axiome

a'.
Transitivität der Gleichheit (a = c und b = c  a = b)

b'.
a = c, b = d  a + b = c + d

g'.
a = c, b = d  a - b = c - d

d'.
a ≠ c, b = d  a + b ≠ c + d

e'.
a = b  2 · a = 2 · b

w'.
a = b  0.5 · a = 0.5 · b

z'.
Kongruentes ist gleich (flächen-)

h'.
Ganzes > Teil

y'.
Keine Fläche zwischen zwei Geraden. Dies trifft nur für die Eukli​dische Geometrie (die “normale” Geometrie) zu, in der sphä​rischen Geometrie (= Geometrie auf der Kugel) umschliessen zwei Geraden, die nicht gleich sind, immer eine Fläche (nämlich die Fläche zwischen zwei Grosskreisen).
Beweisschema

Allgemein (das Fettgedruckte ist immer vorhanden)

i)
prÒtasiw: allgemeine Behauptung

ii)
¶kyesiw: Bezeichnung der gegebenen und der gesuchten Teile

iii)
diorismÒw: Behauptung mit den bezeichneten Teilen formuliert (Problema: de›; Theorema: l°gv, ˜ti)

iv)
kataskeuÆ: Konstruktion des Gesuchten oder von Hilfslinien oder -punkten

v)
épÒdeijiw: Beweis

vi)
sump°rasma: Folgerung (= Behauptung)

Problema a'
Konstruktion eines gleichseitigen Dreieckes
i)
ÉEp‹ t∞w doye€shw eÈye€aw peperasm°nhw tr€gvnon ﬁsÒpleuron sustÆsasyai.

ii)
ÖEstv ≤ doye›sa eÈye›a peperasm°nh ≤ AB.

iii)
De› dØ §p‹ t∞w AB eÈye€aw tr€gvnon ﬁsÒpleuron sustÆsasyai.

iv)
K°ntrƒ m¢n t“ A diastÆmati d¢ t“ AB kÊklow gegrãfyv ı BGD, ka‹ pãlin k°ntrƒ m¢n t“ B diastÆmati d¢ t“ BA kÊklow gegrãfyv ı AGE, ka‹ épÚ toË G shme€ou, kay' ˘n t°mnousin éllÆlouw oﬂ kÊkloi, §p‹ tå A, B shme›a §pezeÊxyvsan eÈye›ai aﬂ GA, GB.

v)
Ka‹ §pe‹ tÚ A shme›on k°ntron §st‹ toË GDB kÊklou, ‡sh §st‹n ≤ AG tª AB: pãlin, §pe‹ tÚ B shme›on k°ntron §st‹ toË GAE kÊklou, ‡sh §st‹n ≤ BG tª BA. ÉEde€xyh d¢ ka‹ ≤ GA tª AB ‡sh: •kat°ra êra t«n GA, GB tª AB §st‹n ‡sh. Tå d¢ t“ aÈt“ ‡sa ka‹ éllÆloiw §st‹n ‡sa: ka‹ ≤ GA êra tª GB §st‹n ‡sh: aﬂ tre›w êra aﬂ GA, AB, BG ‡sai éllÆlaiw eﬁs€n.

vi)
ÉIsÒpleuron êra §st‹ tÚ ABG tr€gvnon, ka‹ sun°statai §p‹ t∞w doye€shw eÈye€aw peperasm°nhw t∞w AB.

i)
ÉEp‹ t∞w doye€shw êra eÈye€aw peperasm°nhw tr€gvnon ﬁsÒpleuron sun°statai: ˜per ¶dei poi∞sai.

Problematisch: Existenz und Eindeutigkeit von G ist nirgendwo vorausgesetzt!

Problema b'

Gegebene Gerade in einen gegebenen Punkt verschieben.

Problema g'

Kleinere Linie von einer grösseren abziehen.

Theorema d'

sws, indirekter Beweis

Satz von Pythagoras

Proklos p. 426, 6 – 9

“Wenn wir auf diejenigen hören, die das Alte erforschen wollen, können wir solche finden, die dieses Theorem auf Pythagoras zurückführen und die sagen, dass er bei der Entdeckung einen Stier geopfert habe.”

Pythagoras soll also einen Stier geopfert haben für die Entdeckung (und den Beweis?) dieses Satzes.

Proklos spricht im folgenden seine Bewunderung auch für Euklid aus.
Theorema mz'

Voraussetzung für den Beweis: Scherung (Theorema ma')

Satz stammt sicher von Pythagoras, dieser wird ihn jedoch vom Orient her übernommen haben; zusammen mit dem Satz kommt natürlich auch die Existenz des Irrationalen (insbes. von  EQ \r(2) ) in den Bereich der Griechen.

Theorema mh'

Umkehrung des Satzes von Pythagoras
Geometrie (2. Buch)

Fehlende Algebra

Definitionen

Gnomon, vgl. Abbildung

“Gnomon” bezeichnete ursprünglich ein Instrument mit rechtem Winkel (zur Messung der Tageszeit mit der Sonnenuhr oder zur Konstruktion eines rechten Winkels). Die Bezeichnung wurde erst später auf Quadrate und Parallelogramme übertragen.
Theorema e'
ab + ( EQ \f(a + b,2)  - b) EQ \s\up5(2)  = ( EQ \f(a + b,2) ) EQ \s\up5(2) 
Zu beliebigem Viereck flächengleiches Quadrat

Problema me'

Flächengleiches Parallelogramm zu gegebenem Viereck

Voraussetzung für den Beweis: Scherung (Theorema ma')
Problema id'

Höhepunkt der Flächenumwandlungen

Konstruktion der regelmässigen n-Ecke (4. Buch)

Regelmässiges 5-Eck

Problema i'
Vorausgesetzt: goldener Schnitt (2, 11), Sekanten-Tangenten-Satz (3, 36; 3, 37)

Problema ia'

Zweiteilung: gleichseitig und gleiche Winkel (wobei das 2. eigentlich direkt aus dem ersten folgen würde)
Regelmässiges 15-Eck

Die Rückführung der Konstruktion des regelmässigen 15-Eckes auf diejenige des regelmässigen 3‑Eckes und des 5-Eckes kommt nicht von ungefähr: Ein Satz der höheren Mathematik besagt, dass nur regelmässige n‑Ecke der Form n = 2 EQ \s\up5(m)  · p EQ \s\do3(1)  · … · p EQ \s\do3(k)  konstruiert werden können, wobei p EQ \s\do3(i)  eine sogenannte Fermatsche Primzahl ist (d.h. p EQ \s\do3(i)  = 2 EQ \s\up5(2\s\up2(l))  + 1; bisher bekannt: 3, 5, 17, 257, 65537). Die Konstruktion des regelmässigen 17‑Eckes wurde erst durch Gauss entdeckt, die Berechnungen zur Konstruktion des 257‑Eckes füllen einen ganzen Koffer (in der Neuzeit durchgeführt).
Arithmetik (7. Buch)

Definitionen

a'.
Einheit

b'.
Zahl

g'.
Teil, Teiler

d'.
Nichtteiler: jedes Vielfache ist nur ein Teil des Ganzen, jedoch nie das Ganze selbst (so nur bei Euklid)

e'.
Vielfaches

w'.
Gerade Zahl

z'.
Ungerade Zahl

h'.
Gerademal gerade Zahl: Definition auch für Euklid nicht ganz klar: denn 2 Möglichkeiten denkbar:

a)
Produkt allein von geraden Zahlen (dann also von der Form 2 EQ \s\up5(n) )


(so in Theorema IX, 32)

b)
Produkt von mind. 2 geraden Zahlen (z.B. 24 = 4 · 6 = 3 · 8)


(so in Theorema IX, 34)

y'.
Gerademal ungerade Zahl

i'.
Ungerademal gerade Zahl: kein Unterschied zu y'. (daher wohl interpoliert)
ia'.
Ungerademal ungerade Zahl

ib'.
Primzahl: folgende 2 Möglichkeiten für den Namen:


a)
Die Primzahl entsteht nur aus dem Zusammensetzen von Einern (und nicht von anderen Zahlen)

(pr«tow “nicht zusammengesetzt”)


b)
Die Primzahl kommt als erste Zahl in ihrer Primfaktorzerlegung vor.

ig'.
Teilerfremde Zahlen

id'.
Zusammengesetzte Zahl

ie'.
Nichtteilerfremde Zahlen

iw'.
Multiplikation

iz'.
Geometrische Auffassung der Multiplikation von 2 Zahlen

ih'.
Geometrische Auffassung der Multiplikation von 3 Zahlen

iy'.
Quadrat einer Zahl

k'.
Kubikzahlen

ka'.
Proportionalität

kb'.
Ähnliche Figuren und Körper

kg'.
Vollkommene Zahl: Zahl = Summe ihrer Teiler (6 = 1 + 2 + 3; 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14)

Euklidischer Algorithmus

Beweis in 2 Teilen: a) Existenz, b) Eindeutigkeit (l°gv dÆ, ˜ti ka‹ m°gistion)

problematisch: “Pünktchenbeweis” (korrekt: vollständige Induktion)

Die Bezeichnung “Algorithmus” stammt übrigens aus dem Arabischen.

Beispiel: 46, 10 (“n | m” heisst “m ist durch n teilbar”)

46 - 4 · 10 = 6, 6  EQ \o(|,-)  10

10 - 6 = 4, 4  EQ \o(|,-)  6

6 - 4 = 2, 2 | 4

ggt (46, 10) = 2

Geometrie im dreidimensionalen Raum (11. und 12. Buch)

Definitionen

a'.
Räumlich, Körper
b'.
Begrenzung des Körpers: keine neue Definition, sondern Verknüpfung zwischen a'. und Definition I, e'.

g'.
Rechter Winkel zwischen Gerade und Ebene

d'.
Rechter Winkel zwischen zwei Ebenen

e'.
Winkel zwischen Gerade und Ebene

w'.
Winkel zwischen 2 Ebenen

z'.
Gleiche Neigung zwischen Ebenen

h'.
Parallele Ebenen: vgl. dazu die genauere Definition I, kg'

y'.
Ähnliche Körper

i'.
Volumengleiche Körper (wohl besteht der Unterschied zwischen y' und i' darin)
ia'.
Dreidimensionaler Winkel

ib'.
Pyramide

ig'.
Prisma

id'.
Kugel: keine eigentliche Definition (vgl. Definition I, ie'), sondern eher eine Konstruktionsvorschrift (wie auch beim Kegel und beim Zylinder)

ie'.
Drehachse der Kugel: diese ist natürlich nicht ausgezeichnet, jeder Durchmesser kann eine Drehachse sein

iw'.
Mittelpunkt der Kugel

iz'.
Durchmesser der Kugel

ih'.
Kegel: die Unterteilung in verschiedene Untergruppen abhängig vom Öffnungswinkel wird im weiteren Verlauf des Werkes nicht mehr benötigt, sie daher wohl ein Relikt aus Euklid’s Vorbild

iy'.
Drehachse des Kegels

k'.
Grundfläche des Kegels

ka'.
Zylinder

kb'.
Drehachse des Zylinders

kg'.
Grund- und Deckfläche des Zylinders

kd'.
Ähnlichkeit von Zylindern und Kegeln: bemerkenswert ist das Fehlen der Volumengleichheit (vgl. Definition i')
ke'.
Würfel

kw'.
Oktaeder

kz'.
Ikosaeder

kh'.
Dodekaeder (interessanterweise fehlt das Tetraeder)
Volumen der Pyramide

Im Porisma Verallgemeinerung auf Prismata mit allgemeinen Grundflächen.
Volumen des Kegels

Der Beweis ist in zwei Teile geteilt:

i)
Zylindervolumen > 3 · Kegelvolumen

ii)
Zylindervolumen < 3 · Kegelvolumen

problematisch: “Pünktchenbeweis” (wenn auch die eigentliche Idee gleichbleiben würde)
Skizzen

Vorbemerkung

Diese Skizzen sind unabdingbar für das Verständnis der behandelten Sätze. Daher muss man sie auch den Schülern abgeben oder während (besser vor) der Übersetzung zeichnen.
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