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Ganzzahlige Division und Modulo-Funktion



Thema:
Ganzzahlige Division und Modulo-Funktion, Unklarheiten in der Definition

Schultyp:
Mittelschule, Technikerschule mit Informatikausbildung

Vorkenntnisse:
Kenntnisse in der Arbeit mit einem Tabellenkalkulations-Programm, Algebra

Bearbeitungsdauer:
45 - 60 Minuten

Fassung vom:
10. Oktober 1995

Schulerprobung:
nein

Übersicht

In einem Beitrag im "Informatik-Spektrum" macht J. Nievergelt auf Probleme mit der ganzzahligen Division und der Berechnung der Modulo-Funktion aufmerksam. Viele Anwendungs-Programme verfügen über eine Modulo-Funktion. Deren Hersteller machen aber selten Angaben über die genaue Definition dieser Funktion.

Dieser Posten erklärt, was die Modulo-Funktion tut und macht auf zwei unterschiedliche Definitionen aufmerksam. Mit einem Beispiel wird das Berechnen der ganzzahligen Division geübt und die Modulo-Funktion eigenhändig berechnet.

Lernziele

Die Modulo-Funktion kann für verschiedene Algorithmen eingesetzt werden. Benutzerinnen und Benutzer von Tabellenkalkulations- und Datenbank-Programmen sollten wissen, dass es diese Funktion gibt.

Nach der Arbeit an diesem Posten kennen die Studentinnen und Studenten die Definition dieser Funktion. Sie wissen ausserdem, dass von Programm zu Programm Unterschiede in der Implementation der Modulo-Funktion bestehen.

Material

•
Theorie: Ganzzahlige Division und Modulo-Funktion

•
Computer mit einem Tabellenkalkulationsprogramm

Quellen

Nievergelt, J.: Die fünf Grundoperationen der ganzzahligen Arithmetik und das div-mod-Problem, in Informatik Spektrum (1991) 14: 43-44 und 351-354

Knuth, D.: The Art of Computer-Programming, Vol. 1, USA 1968, 1973 (Addison-Wesley)

Wirth, N.: Programming in Modula-2, Deutschland 1982 (Springer)

Hinweise, Lösungen

Lösung für die Tabellenkalkulationsaufgabe

Die Lösung stammt aus dem Tabellenkalkulationsprogramm MS-EXCEL 4. Es sollte einfach möglich sein, die entsprechenden Funktionen eines anderen vergleichbaren Programms zu finden.

	
	A
	B
	C

	1
	Arbeitsvorratschätzung
	
	

	2
	
	
	

	3
	Anzahl Angestellte
	7
	

	4
	Auslastungsschwelle
	16
	[Arbeitstage/Monat]

	5
	Sollauslastung
	=B3*B4
	[Arbeitstage]

	6
	
	
	

	7
	Vorhandene Aufträge
	123
	[Arbeitstage]

	8
	Vorrat
	=B7-B5
	[Arbeitstage]

	9
	
	
	

	10
	Vorrat pro Angestellte
	=VORZEICHEN(B8)*GANZZAHL(ABS(B8)/ABS(B3))
	[Arbeitstage]

	11
	Nicht zugeteilt
	=B8-(B10*B3)
	[Arbeitstage]

	12
	
	
	

	13
	Excel-Funktion
	=REST(B8;B3)
	(REST-Funktion

	14
	
	
	 von Excel)

	15
	Kontrolle
	=B10*B3+B11
	(Auswertung der 

	16
	
	
	Beziehung (1) Theorie)


Lehrer-Lernkontrolle / Test

Aufgabe 1

Eine Firma verfügt über eine Kundenkartei, die mit einem Datenbankprogramm verwaltet wird. Die Kundenadressen sind fortlaufend von Eins an numeriert. Die Adressnummer wird mit dem Namen iAdresse bezeichnet. Nun möchte der Betreuer der Kundenkartei für einen speziellen Zweck jede dreiunddreissigste Adresse von seiner Kartei abrufen. Welche Bedingung bezüglich der Adressnummer muss er dabei formulieren?

Aufgabe 2

Der Leiter einer Segelschule bereitet den nächsten Kurs vor. 20 Personen haben sich angemeldet. Auf jedem Boot finden neben der Lehrerin noch drei Leute Platz. Wie lautet die Formel, nach welcher die Anzahl der benötigten Boote für eine beliebige Anzahl von Anmeldungen richtig berechnet werden kann?

Lösungen und Taxierung

Aufgabe 1

Die Bedingung lautet:


iAdresse mod 33 = 0

Hier muss der Stoff, der in der Theorie behandelt wurde, auf eine neue Anwendung übertragen werden. Die Taxierung ist deshalb K2.

Aufgabe 2

Die Formel lautet:


nBoote = (nAnmeldungen + 2) div 3

Hier muss der Stoff, der in der Theorie behandelt wurde, mit einer neuen Überlegung ergänzt werden. Die Taxierung ist deshalb K3.

Was soll ich hier tun?

Wenn Sie mit einem Taschenrechner Zahlen multiplizieren und dividieren, müssen Sie sich nicht darum kümmern, ob die Resultate ganze Zahlen oder Zahlen mit Kommastellen sind. Taschenrechner behandeln alle Zahlen als Dezimalzahlen und zeigen automatisch die richtige Anzahl Kommastellen an. Ganz ähnlich sind auch die meisten Tabellenkalkulations-Programme für Personal Computer konzipiert. Auch hier werden alle Zahlen grundsätzlich mit Kommastellen gespeichert und verarbeitet. Nur in der Anzeige werden nach Möglichkeit Kommastellen weggelassen.

Das hat einige Konsequenzen:

Vorteil:
Das Rechnen mit solchen Hilfsmitteln ist "sorgenfrei", weil immer mit der maximalen Genauigkeit gearbeitet wird.

Nachteile:
Das Programm muss mehr Rechenarbeit leisten, weil Zahlen mit Kommastellen schwieriger zu verarbeiten sind.


Wenn es in einer Berechnung darauf ankommt, exakt ganze Zahlen zu erhalten, muss man spezielle Operationen zu diesem Zweck einsetzen.

In dieser Aufgabe geht es um den letzten Punkt. Wenn ganze Zahlen durcheinander dividiert werden, ist das Resultat nicht mehr automatisch eine ganze Zahl. Sollen aber 20 SegelschülerInnen auf eine Anzahl dreiplätziger Boote aufgeteilt werden, muss eine ganze Zahl als Resultat herauskommen. Dann spricht man von einer "ganzzahligen" Division. Was hier zu beachten ist, zeigt dieser Posten. Er besteht aus den folgenden Teilaufgaben:

1
Zuerst wird definiert, was mit "ganzzahliger Division" und "Modulo-Funktion" gemeint ist. Dieser Theorieteil besteht aus einer Lektüre von 10 - 15 Minuten.

2
Dann führen Sie an einem Beispiel eine Berechnung durch, in welcher der ganze Teil einer Division gesucht ist. Ausserdem soll der Rest, welcher bei der Division zurückbleibt, bestimmt werden. Diese Aufgabe wird mit einem Tabellenkalkulations-Programm gelöst. Die genaue Aufgabenstellung finden Sie auf den Blättern mit dem Titel "Praktische Aufgabe". Sie sollten dafür etwa 15 - 20 Minuten brauchen.

3
Dann ergänzen Sie Ihr Arbeitsblatt mit der Modulo-Funktion, die vom eingesetzten Tabellenkalulationsprogramm angeboten wird. Auch diese Aufgabenstellung ist in der "Praktischen Aufgabe" beschrieben. Dieser Teil wird nochmals 5 - 10 Minuten brauchen.

Ganzzahlige Division und Modulo-Funktion

Die vier Grundoperationen der Arithmetik

In der Schule lernt man zuerst mit ganzen Zahlen rechnen. Das geht beim Addieren, Subtrahieren und Multiplizieren recht einfach, denn es ergeben sich aus ganzen Operatoren auch ganze Resultate. Mit der vierten Operation, der Division, ändert sich das. Jetzt ist das Resultat eine rationale Zahl, die im Allgemeinen mit Dezimalzahlen dargestellt werden muss. Rationale Zahlen können endlich viele, aber auch unendlich viele Dezimalstellen haben.

Beispiele für Rechnungen, die rationale Zahlen liefern, sind:

12 / 3 = 4
Ganze rationale Zahl

5 / 4 = 1.25
Rationale Zahl mit exakt zwei Dezimalstellen

31 / 7 = 4.42857142857142...
Rationale Zahl mit unendlich vielen Dezimalstellen

Die Division ist die Umkehrung der Multiplikation. Multipliziert man das Resultat einer Division mit dem Divisor, erhält man den Dividenden zurück.

7 * 4.42857142857142... = 31

In algebraischen Formeln geschrieben, heisst das:

z = x / y
Division mit rationalen Zahlen

x = (x / y) * y
Umkehrung der Division

Diese Beziehungen lassen sich für alle positiven und negativen rationalen Zahlen mit Ausnahme von y = 0 anwenden.

Division mit ganzzahligem Resultat

Soll aber das Resultat einer Division wieder eine ganze Zahl sein, muss man in Kauf nehmen, dass nach der Division ein Rest zurückbleibt. Zur Verdeutlichung, dass eine ganzzahlige Division gemeint ist, wird anstelle des Bruchstrichs der Operator div geschrieben.

31 div 7 = 4
Div liefert den ganzzahligen Teil des Resultats

Die Umkehrung der Division ergibt jetzt nicht mehr den ursprünglichen Dividenden. Es bleibt ein Rest zurück, der im vorliegenden Beispiel 

31 - 28 = 3


beträgt. Diesen Rest berechnet die Modulo-Funktion:

r = x mod y


Die allgemein formulierte Umkehrfunktion der ganzzahligen Division lautet demnach:

(x div y) * y + r = x

oder

(x div y) * y + (x mod y) = x

(1)

Für welchen Bereich der ganzen Zahlen gilt die Beziehung (1)? Sicher ist, wie bei den rationalen Zahlen, y = 0 ausgenommen. Schwieriger wird es, wenn entweder x oder y oder beide negativ sind. Hier muss zuerst geklärt werden, wie der Operator div für negative Operanden definiert wird. Zwei unterschiedliche Definitionen für div sind anzutreffen.

Operator Div nach Knuth

Die erste Definition stammt von D. Knuth (Knuth, 1968) und verlangt

(x div y) = floor(x/y)

(2)

Mit floor(z) wird die grösste ganze Zahl <= z bezeichnet. 

floor(-4 / 3) = floor(-1.333) = -2

Mit der Definition (2) für div ergibt sich dann aus der Beziehung (1) die Berechnung von mod.

Knuth macht noch folgenden Vorschlag zur Behandlung des Spezialfalls y = 0:

(x mod 0) = x

(3)

Operator Div nach Wirth

Wirth hingegen fordert in der Definition der Programmiersprache Pascal (Wirth, 1982):

(x div y) = trunc(x/y)

(4)

Die Funktion trunc(z) bezeichnet das Abschneiden der Kommastellen. Für positive z ist Wirths Definition (4) identisch mit jener von Knuth (2), für negative z hingegen nicht.

trunc(-4 / 3) = trunc(-1.333) = -1

Die Funktion mod wird auch bei Wirth anhand der Beziehung (1) definiert.

Konsequenzen für den Alltag

Die Definition von Wirth entspricht besser der Forderung nach der Symmetrie der Divisionsoperation. Damit ist folgende Beziehung gemeint:

(-x) div y = x div (-y) = -(x div y)
(5)

Diese Eigenschaft macht Wirths Definition alltagstauglicher. Sie liefert das Resultat, das man unbelastet erwarten würde. Das zeigt auch die praktische Aufgabe dieses Postens.

Die Beziehung (5) gilt nicht für Knuths Definition. Hier gilt:

(-x) div y = x div (-y) <> -(x div y)

Schaut man aber Knuths Vorschlag genauer an, stellt man fest, dass für y > 0 auch (x mod y) > 0 folgt. Dies ist eine wichtige Eigenschaft, die Wirths Vorschlag nicht aufweist und welche in vielen Algorithmen verlangt wird.

Für den Alltagsgebrauch heisst das: Es gibt zwei Vorschläge, die ganzzahlige Division zu berechnen. Somit gibt es auch zwei Versionen der mod-Funktion. Bevor man also in einer Programmiersprache, einem Tabellenkalkulationsprogramm oder in einer anderen Anwendungssoftware die mod-Funktion einsetzt, muss man untersuchen, nach welchem Vorschlag sie programmiert wurde.

Literatur:

Nievergelt, J.: Die fünf Grundoperationen der ganzzahligen Arithmetik und das div-mod-Problem, in Informatik Spektrum (1991) 14: 43-44 und 351-354

Knuth, D.: The Art of Computer-Programming, Vol. 1, Addison-Wesley, 1968, 1973

Wirth, N.: Programming in Modula-2, Springer, 1982

Praktische Aufgabe

Überwachung der Arbeitsauslastung einer Firma

Ein Dienstleistungsbetrieb lebt davon, dass seine Angestellten immer mit produktiver Arbeit ausgelastet sind. In dieser Aufgabe wird ein einfaches Werkzeug erstellt, mit dem der Chef die Auslastung der Angestellten in einem bestimmten Monat überwachen kann.

Als Werkzeug dient ein Arbeitsblatt einer Tabellenkalkulation, das so aussehen könnte:

	Arbeitsvorratschätzung
	
	
	

	
	
	
	

	Anzahl Angestellte
	7
	
	Grunddaten

	Auslastungsschwelle
	16
	[Arbeitstage/Monat]
	"

	Sollauslastung
	112
	[Arbeitstage]
	"

	
	
	
	

	Vorhandene Aufträge
	123
	[Arbeitstage]
	Eingabe des aktuellen Auftragsbestand

	Vorrat
	11
	[Arbeitstage]
	Differenz zwischen vorhandenen Aufträgen
 und Sollauslastung

	Vorrat pro Angestellte
	1
	[Arbeitstage]
	Ganzzahlige Resultate

	Nicht zugeteilt
	4
	[Arbeitstage]
	"


Der Manager gibt für den gewünschten Monat die Anzahl der Angestellten und den aktuellen Auftragsbestand gemessen in ganzen Arbeitstagen ein. Dann berechnet das Arbeitsblatt die Auslastung pro Mitarbeiter nach folgenden Vorgaben:

-
Der Vorrat wird an der Sollauslastung gemessen. Falls mehr Arbeit zu erledigen ist, wird der Vorrat als positive Zahl angezeigt, falls nicht genügend Arbeitsvorrat für eine volle Auslastung vorhanden ist, wird eine negative Zahl angezeigt.

-
Der Arbeitsvorrat wird gleichmässig auf alle Angestellten aufgeteilt.

-
Der Vorrat pro Angestellte wird in ganzen Tagen gemessen. 

-
Die Auslastung wird ebenfalls in ganzen Tagen pro Arbeitnehmer angezeigt.

Zuunterst im Arbeitsblatt wird der nicht zugeteilte Rest des Arbeitsvorrats ausgewiesen.

Vorgehen

Bauen Sie das Arbeitsblatt in Anlehnung an die Vorlage auf diesem Blatt auf.

Setzen Sie die Berechnungsformeln für die abgeleiteten Grössen ein. Verwenden Sie dazu nur die vier Grundoperationen aus der Theorie. Falls nötig, können Sie die Funktionen zur Bestimmung des absoluten Werts, des ganzen und des gebrochenen Teils und des Vorzeichens einer Zahl einsetzen. Setzen Sie aber nicht div- und mod-Funktionen ein, auch wenn sie vom Tabellenkalkulationsprogramm angeboten werden.

Abgeleitete Grössen sind:

-
"Sollauslastung", berechnet aus "Anzahl Angestellten" und "Auslastungsschwelle"

-
"Vorrat", berechnet aus "Vorhandene Aufträge" und "Sollauslastung"

-
"Vorrat pro Angestellte": Diese Zahl soll durch ganzzahlige Division so berechnet werden, dass pro Angestellte eine ganze Zahl von Arbeitstagen resultiert. Wenn die Grösse "Vorrat" kleiner Null ist, bedeutet das, dass zuwenig Arbeit für eine volle Auslastung vorhanden ist. Dann muss auch pro Angestellter eine ganze negative Zahl berechnet werden. Beachten Sie, dass hier das richtige Vorgehen zum Bestimmen der ganzen Zahl gewählt wird.

-
"Nicht zugeteilt": Dies ist jener Teil des "Vorrats", der noch nicht den Angestellten zugeteilt wurde. Da "Vorrat pro Angestellte" ganzzahlig ist, bleibt im Allgemeinen ein Rest zurück. Achten Sie darauf, dass bei negativem "Vorrat" auch ein allfälliger "Nicht zugeteilt"-Betrag negativ werden muss.

Einsatz der mod-Funktion

Ergänzen Sie nun Ihr Arbeitsblatt und berechnen Sie den Rest (die nichtverteilten Arbeitstage) mit der Modulo-Funktion, welche das Tabellenkalkulationsprogramm bietet. Die Modulo-Funktion hat möglicherweise einen anderen Namen. "Rest" heisst sie beispielsweise in Excel.

Versuchen Sie herauszufinden, ob die Entwickler Ihres Tabellenkalkulationsprogramms die Definition nach Knuth oder jene nach Wirth verwendet haben.

Berechnen Sie am Schluss die Umkehrfunktion der ganzzahligen Division (Beziehung (1) aus der Theorie) in Ihrem Arbeitsblatt. Liefert die Umkehrfunktion die Ausgansgrösse x Ihrer Berechnung korrekt zurück?

�	Dieser Text lehnt sich an einen Artikel von J. Nievergelt im Informatik Spektrum an:�(Nievergelt, J.: Die fünf Grundoperationen der ganzzahligen Arithmetik und das div-mod-Problem, in Informatik Spektrum (1991) 14: 43-44)
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