»Der Code“ — Lernaufgabe als Vorbereitung zum logarithmischen Rechnen

Diese Lernaufgabe zeigt den Schiilern wie eine beliebige Potenz zweier reeller Zahlen
nidherungsweise berechnet werden kann. Sogar vollig ohne Taschenrechner!

Vermutlich alle Schiiler konnen sich gar nicht vorstellen, dass man eine Potenz zweier beliebiger
reeller Zahlen nur mit Papier und Bleistift berechnen kann. Bereits dies diirfte fiir mathematisch
interessierte Gymnasiumsschiiler Motivation genug sein die Lernaufgabe zu ldsen. Damit die
Aufgabe aber auch mathematisch weniger interessierte Schiiler anspricht, ist sie hier in eine
Rahmengeschichte verpackt: James Bond muss den Code fiir einen Tresor knacken!

Unsere Erfahrungen mit zwei Halbklassen im 11. Schuljahr des mathematischen Profils des
Gymnasiums an der Kantonsschule Limmattal in Urdorf bei Ziirich (Schweiz) zeigen, dass die
Aufgabe in 45 min von den meisten Schiilern gelost werden kann. Dabei war es erlaubt
miteinander zu diskutieren. Trotzdem wurde die Aufgabe als eher schwierig eingestuft.

Voraussetzungen:

Die einzige Voraussetzung besteht darin, dass die Schiiler mit dem Rechnen mit Potenzen vertraut
sind, d.h. die Potenzrechenregeln kennen. Insbesondere braucht man die folgenden beiden
Potenzregeln:

(an)m _ anmi

an Em — an+m

Geschichtliches

>
JOST BUERG]
J552~)632

Die in der Lernaufgabe verwendete Methode beruht auf einer Idee des Schweizers Jost Biirgi
(1552-1632), geboren in Lichtensteig. Er war Uhrmacher von Beruf und arbeitete als Astronom
am Hof des deutschen Konigs in Prag. Dabei war er auch zusténdig fiir eine effiziente Berechnung
der Zinsen. Biirgi gilt als der erste ,,Erfinder” der Logarithmen, wie man dank eines Briefes aus



dem Jahr 1588 des Astronoms Reimarus Ursus Dithmarus weiss. Darin schreibt der Astronom,
dass Biirgi eine Methode habe, seine Berechnungen zu vereinfachen, eben die Logarithmen.

Zu bemerken ist noch, dass Michael Stifel (1480-1567), vermutlich als Erster, die ,,wunderbaren
Eigenschaften der Lograithmen® in seinem Buch ,.arithmetica integra® (1544) beschrieben hat.
Bemerkt hatte er, dass die Multiplikation von Zweierpotenzen der Addition der Exponenten
entspricht. Dabei verwendete er auch negative Exponenten.

In seinem Werk findet man folgende Tabelle:

3 2 1 0 1 2 3 4 5 6
1 1 1 1 2 4 8 16 32 64
3 4 2

Allerdings wusste er nicht wie man systematisch die Logarithmen fiir eine beliebige Basis
berechnen sollte.

Publiziert hat Biirgi seine Methode und die Logarithmentabellen erst im Jahr 1620. Daher wird
normalerweise, d.h. vor allem in der angelsdchsischen Literatur, die Erfindung der Logarithmen
John Napier (1550-1617) zugeschrieben, der sein Werk bereits 1614 verdffentlichte. Zudem ist
John Napier auch der Erfinder des Dezimalpunktes. Allerdings waren seine Logarithmen-Tabellen
nicht wirklich brauchbar. Sein Freund Henry Briggs (1556—1630) erkannte dies und berechnete
dann neue, bessere Tabellen, basierend auf der Basis 10, d.h. mit der Eigenschaft log;o10 = 1.
Ebenfalls etwa zur gleichen Zeit (1620) hat der Waliser, aus Hertfordshire, Edmund Gunter (1581—
1626) eine logarithmische Tabelle des Sinus und des Tangens publiziert (Canon Triangulorum).
Ubrigens war Gunter vermutlich der erste Forscher, der bemerkte, dass eine magnetische
Kompassnadel nicht zu allen Zeiten immer die gleiche Deklination anzeigt.

Biirgi benutzte zur Berechnung der Logarithmen die Potenzen der Basis 1.0001, deren Potenzen
besonders einfach zu berechnen sind (siehe folgende Facsimile Abbildung). Es ist zu bemerken,
dass am linken Rand die Reproduktion offensichtlich leicht abgeschnitten ist, denn der erste
Eintrag sollte 100000000 sein (= 1.0001°%), wihrend zu oberst in der zweiten Spalte 100501227
(=1.0001°") steht und zu oberst in der dritten Spalte steht 101004966 (= 1.0001').
Offensichtlich hat Biirgi statt dem Dezimalpunkt eine Null geschrieben! Es scheint, war es
J. Kepler (1571-1630) der Biirgi davon iiberzeugen konnte, dass er seine Methode und die
Tabellen publizieren sollte. Dies mag auch erklidren, weshalb Biirgi seine Tabellen nicht schon um
1588 herum veroffentlichte.

Quellen
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/

http://www.thocp.net/sciences/logarithm hist.htm

http://members.tripod.com/sfabel/mathematik/themen_arithmetik In.html
http://www.micheloud.com/FXM/LOG/
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Eine Seite aus Biirgi’s Publikation von 1620 in Prag:
wArithmetische und geometrische Progress-Tabulen
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Das Losen der Lernaufgabe

In der Lernaufgabe verwenden wir der Einfachheit halber die Potenzen der Basis 1.01, die
ebenfalls ohne Taschenrechner einfach zu berechnen sind. Unsere Erfahrungen mit den Schiilern
zeigt, dass hier eine kleine Schwierigkeit besteht, weil Schiiler heutzutage alle Rechnungen mit
dem Taschenrechner erledigen. Deshalb muss wohl der Lehrer darauf hinweisen, dass 1.01* = 1.01
+0.0101 = 1.0201 wobei der zweite Summand ein Hunderstel der Basis 1.01 ist. Entsprechend ist
1.01° als 1.0201 001.01 zu berechnen, also: 1.0201 + 0.010201 = 1.030301. Zudem sollte an dieser
Stelle auch noch darauf hingewiesen werden, dass es nicht notig ist, mehr als etwa 5 Stellen zu
berechnen. D.h. entsprechend die Resultate auf die 5-te oder 6-te Stelle zu runden.

Die James Bond Rahmengeschichte fiihrt zur Aufgabe die Potenz 2" zu berechnen. Dabei sollen
die ersten drei Stellen richtig berechnet werden. Die Schiiler sollen zuerst abschétzen, welchen
Wert diese Zahl ungeféhr hat. Dieser Schritt sollte nicht mehr als 10 Minuten Zeit in Anspruch
nehmen, damit fiir den Rest der Aufgabe noch geniigend Zeit zur Verfiigung steht. Um 2™
abzuschitzen, sollen sie eine graphische Darstellung der Funktion y = 2* zeichnen und bei
moglichst vielen Werten den Funktionswert berechnen. Bei x = 1, 2, 3, ... ist dies einfach.

Sie sollen nun erkennen, dass die Potenzen 21'5, 22'5, 23'5, ... berechnet werden konnen, wenn man
: ) . : . .1 125 ~22 2
weiss, was die Wurzel aus Zwei ergibt. Analog kann man dies natiirlich auf 2 S 3B 3B

erweitern.

Bei besonders interessierten Schiilern (das sind nicht unbedingt die mathematisch begabteren
Schiiler!) kann der Hinweis helfen, dass die V2 =1.41421 ... also ungefihr gleich 1.44 = 1.2% ist.

Somit ist auch: 2°%° = 42 =/¥2 = 1.2. Analog berechnet man auch 2°'%° = 1.1.

Als nichstes besteht die Aufgabe fiir die Schiiler darin, zu erkennen, dass man die Berechnung von
2™ aufspalten kann in 2°2%'*"**  Diese Potenz 2°'*'** soll abschliessend mit der Methode von
Biirgi berechnet werden, indem die Tabelle der Potenzen von 1.01 ausgefiillt wird, wenigstens
soweit wie notwendig.

Dabei verwendet man 1.017° = 2 und schliesslich 2°14!%° = 1.017° 0115 = 1 01%! = 1.01'°.
Dies ergibt als Niherung somit: 2™= 8 [11.01'° = 8 [11.10462 = 8.83696

Die richtige Losung erhilt man aber erst durch folgende Uberlegungen:
- Diese Niherung ist zu gross, weil wir ja 1.01°°! auf 1.01'° aufgerundet haben.

- Die Rahmengeschichte erklért, dass als Code nur alles gerade oder alles ungerade Ziffern in
Frage kommen! Somit ist 882 die grosst-mogliche Codezahl. Kann man aber zum Beispiel den
Code 880 ausschliessen?

- Die abgerundete Niherung 2°'*"*? =1.01°°' > 1.01° liefert als tiefst mogliche Codezahl 876.

- Die Berechnung der Potenz 2°'*'* mit 1.1 als Basis, liefert: 2%'4%% = 1.17 21415 = 1 199 450
1.1. Damit erhilt man als Codezahl 880. Weil aber 1.17 = 1.9487 und somit doch deutlich
kleiner als 2 ist, kénnen wir folgern, dass 8.80 < 2. Von vorher wissen wir 2" < 8.837.

Daher kommt als Code wirklich nur 882 in Frage, wobei 8.82... auch die richtigen drei ersten
Stellen von 2™ darstellen. Mit den Potenzen der Basis 1.01 allein kann dies allerdings nicht
entschieden werden. D.h. man miisste eigentlich die Potenzen von 1.001 berechnen um 2" sicher
auf drei Stellen nach dem Komma zu bestimmen.
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Weitere mogliche Fragen von Schiilern

Bei der graphischen Darstellung braucht man eine moglichst genaue Skizze des Bereichs, der auch
interessiert. D.h. man sollte auf der x-Achse und auf der y-Achse nur jene Abschnitte wihlen, die
in der Nihe von Ttrespektive der gesuchten Zahl (27) liegen.

Hier besteht eine Moglichkeit der Ausdehnung der Lernaufgabe: mit linearer Interpolation und
Extrapolation kdnnen sichere obere, respektive untere, Grenzen bestimmt werden.

Als alternative Berechnungsmethoden kdnnen viele verschiedene Vorschldge gemacht werden:

a)

b)

204 =2 =1/2 | d.h. man sucht die Nullstelle der Gleichung x’ —2 =0

Eine bessere Néherung erhélt man aus = 355/113:

272" M = 9 s = g "

D.h. die Aufgabe besteht jetzt darin die 113-te Wurzel von 2'° = 65536 zu bestimmen.
Bereits wissen wir, dass:

1Y65536 =1.1...

Als erstes berechnet man nun 1.1'" (z.B. auf 6 giiltige Stellen). Dabei verwendet man
sinnvollerweise, dass 113 =64 + 32 + 16 + 1, also:

L1 =11%oPaatoa

Anschliessend berechnet man einen genaueren Naherungswert fiir die 113-te Wurzel von
65536 mit Hilfe der Binominalformel, indem man ecine kleine Korrektur x zu 1.1 so
bestimmt, dass (1.1 +x)'"* = 65563 wird:

(1) 65563 =(1.1 +x)'"*=1.1""+ 113 . 1" X + ...

Diese Summe kann man ndherungsweise bereits nach den ersten zwei Glieder abbrechen
und macht dabei einen Fehler, der deutlich kleiner ist als (113 [1.1'"* k) . Indem man die
sich so ergebende Gleichung nach x aufldst, erhdlt man einen Schitzwert fiir die
Korrektur x. Da man weitere positive Summanden in (1) vernachléssigt hat, ist der
Schitzwert fiir x immer etwas zu gross. Diese Methode kann aber auch mehrere Male
(iterativ) angewendet werden um x moglichst genau zu bestimmen.

65536 —47574.4

Man findet mit den ersten zwei Gliedern von (1): x = =0.003675
113143349.5
Also: 65536 =1.1037.

Dies ergibt die Niherung 2™ = 8.8296 (anstatt 2™ = 8.82497...).
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Will man die Potenzen von 1.001 berechnen, so muss man nicht ganz bei Null anfangen.
Denn wir wissen, dass 1.01° <2 < 1.017 ist, somit wird wohl auch 1.001%° < 2 <
1.001". Indem man die Binominalformel anwendet, kann man 1.001%° nidherungsweise,
z.B. auf vier Stellen genau, berechnen:

( 1 )690 690[6 1 )1 690[689( 1 )2 690[689[688( | )3
(2) +— =1 +— + + +
1000 1 1000 12z 1000 1203 1000

Bei der obigen Formel (2) muss man nur etwa die ersten acht Glieder summieren, weil die
Beitridge der Summanden schnell immer kleiner werden und bald nicht mehr die vorderen
Stellen beeinflussen konnen.

Damit findet man: 1.001%° = 1.9930. ..

Und durch multiplizieren mit 1.001 findet man schliesslich: 1.001%*=2.0010... .
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