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Zusammenfassung

Sinus und Cosinus sind Standardfunktionen. Sie sind wesentlich weit iiber die Trigo-
nometrie hinaus. Thre analytische Definition garantiert gewisse ideale Eigenschaften. Hier
interessiert, wie explizite Funktionswerte f(x) zu gegebenem = € R konkret gefunden wer-
den. Alle konkreten numerischen Berechungen finden mit ‘Rechnerzahlen’ statt, also mit
bloss endlich vielen Dualzahlen oder Dezimalzahlen aus Q. Rundung ist allgegenwirtig
und erzeugt Diskrepanzen zwischen gedachten ideal exakten Berechnungen in R und den
Ersatzoperationen auf Rechnerzahlen in Q.

Achtung: Eine formale Antwort wie sin(r/4) = \/2/2 ist zwar exakt, aber ir-
rational. Das Ergebnis ist daher keine Rechnerzahl und passt nicht zum hier gestellten
Problem der Funktionsapproximation.

Im Rahmen der gymnasialen Mathematik wird konkret numerisch gerechnet mit der
Absicht, die Funktionswerte cos(t) und sin(t) zu gegebenem ¢t effizient zu approximie-
ren. Die angestrebte absolute Genauigkeit ist besser als 107'2 fiir [t| < 7/4 und somit
vergleichbar mit den ‘Standardfunktionen’ einer Programmierumgebung.

Fiir Lehrkrdften wird hier ein Weg vorgezeichnet, wie sich Schulwissen an einem kon-
kreten Thema vertiefen, ergénzen, aufarbeiten und anwenden lasst. Im Idealfall wird
viel Bekanntes in neuer Sicht erkannt, kombiniert und nach Bedarf ergéinzt. Wir benéti-
gen Vektorrechnung, komplexe Zahlen, Symmetrieiiberlegungen, elementare Analysis und
Numerik, Programmieren. Die Grundidee ist einfach: Die Losung fiir das Anfangswert-
problem z’ =i -z mit z(0) := 1 wird mit Verfeinerungen des Eulerverfahrens numerisch
angenahert.

Ein Anhang enthélt Literaturhinweise und Skizzen zu den Losungen der Aufgaben.

Zielpublikum und Zweck Mathematiklehrkrifte, die allerlei Bekanntes vernetzen, vertiefen,
anwenden und den Lernenden erste Ideen und Erfahrungen zur Numerik vermitteln mochten.

Didaktische Ziele Produktiv iiben: Bekanntes vertiefen, anwenden. Neues nach Bedarf erarbei-
ten, Liicken schliessen. Ubersicht verschaffen und Zusammenhinge aufzeigen zwischen verschiedenen
Bereichen der Mathematik und ihren Anwendungen. Die Aufgaben sind so formuliert, dass sie unmit-
telbar verwendbar sind.

Stichworte Komplexe Zahlen, allgemeine binomische Formel, Taylorentwicklung, Exponential-
funktion in C, Differentialgleichung, Vektorfeld, Eulerverfahren. Verhalten von Grenzwerten unter
stetigen Funktionen. Programmierumgebung mit IEEE double precision Arithmetik [z.B. Matlab™
Octave, Python, programmierbare Grafikrechner oder CAS-Rechner]



1 Cosinus und Sinus: Definition, Eigenschaften, Berechnung.

In diesem Abschnitt werden die Funktionen Cosinus und Sinus geometrisch definiert, kine-
matisch interpretiert, analytisch beschrieben. Es werden die wichtigsten Eigenschaften fest-
gestellt. Der analytischen, formal exakten Funktionsbeschreibung wird das Problem der nu-
merischen Approximation von Funktionswerten gegeniibergestellt.

Die Funktionen Cosinus und Sinus lassen sich in einem ebenen kartesischen Koordinaten-
system gleichzeitig definieren. Das kartesische Koordinatenpaar (cos(t)| sin(t)) beschreibt den
Punkt mit den Polarkoordinaten (1, Zt). Dabei wird angenommen, dass die Ebene orientiert
sei und Winkel ¢ im Sinne dieser Orientierung abgetragen werden. Es werden durchwegs Win-
kel im Bogenmass benutzt, denn fiir ¢t ~ 0 gelten dann die Ndherungen sin(t) ~ t ~ tan(t).

Die Definition von Cosinus und Sinus lésst sich in kinematischer Einkleidung in kartesi-
schen Koordinaten etwas kompakter fassen: Die Parameterdarstellung

&t s OD(t) = [ cos(t) }

sin(?)

beschreibt einen Punkt P(t), der sich auf dem Einheitskreis im positiven Drehsinn mit Win-
kelgeschwindigkeit w = 1 bewegt und den Punkt (1]0) zur Zeit 0 passiert.
Da der Kreisradius konstant gleich 1 ist, gilt ||€'(¢)||> = ¢(¢)-&(t) = 1 fiir alle ¢t. Daher gilt

fiir die Ableitung nach der Produktregel fiir das Skalarprodukt

d o, e d . . . . .

X le@®)|° = X (c(t)-c(t)=2-¢(t)-c"(t) =0 furallet.
Weil das Skalarprodukt ¢(¢) - ¢’ (t) immer Null ergibt, stehen der Vektor ¢ und seine Ablei-
tung ¢’ immer senkrecht. Sie bilden (in dieser Reihenfolge) ein Paar von positiv orientierten
Vektoren. Da der Betrag der Geschwindigkeit eines Punktes, der auf dem Einheitskreis mit
Winkelgeschwindigkeit w = 1 rotiert, selbst gleich 1 ist, gilt ||¢’(¢)|| = 1 fiir alle t. Es folgt

— sin(t)

0 =] "mtt) |

Aus der kinematischen Beschreibung lassen sich unmittelbar die Ableitungsregeln ablesen:
Fiir alle ¢ gilt: cos/(t) = —sin(t) und sin’(t) = cos(t)

Exakte Funktionswerte lassen sich fiir einige ausgewéahlte Werte von ¢ elementar angeben,
etwa sin(0) = cos(m/2) = 0 und cos(0) = sin(n/2) = 1 oder cos(n/4) = sin(n/4) = 1/v/2.
Aber was ist beispielsweise der exakte Wert von cos(1)?

Die Analysis hat fiir beliebige ¢ eine formal exakte Antwort auf diese Frage:

COS(t) — i (_1>n t2n sin(t) = i ﬂ t2n+1
n=0

(2n)! = (2n+1)!

Die unendlichen Reihen beinhalten Grenzwertbestimmungen. Diese bilden ein Hindernis fiir
exakte Antworten mit numerischen Methoden, die ja nur endlich vielen Operationen gestat-
ten.

Begniigt man sich mit Ndherungen innerhalb einer gegebenen Toleranz 7 > 0, so ist fol-
gendes Vorgehen klassisch. Die beiden genannten Taylorreihen lassen sich im Prinzip fiir



jedes t durch Taylorpolynome geniigend hohen Grades beliebig gut approximieren. Die Ab-
weichungen zwischen den Taylorpolynomen und der zugehérigen Funktion sind analytisch
abschétzbar.

Die konkrete Frage nach der Berechnung von cos(1) lautet dann: Fiir welchen Grad 2r ist

)= 3 G

n=0

eine Niherung, die |T5,(1) — cos(1)| < 7 erfillt? Das ist keine leichte Frage, denn der exakte
Wert cos(1) ist eine rein formale Grosse, deren numerischer Wert immer ungenau bestimmbar
bleibt.

Im Beispiel ldsst sich die Berechnung von T5,(1) mit rationalen Zahlen exakt ausfiihren.
Setzt man die Toleranz 7 := 10719, so reicht der Grad 2r = 20. Daraus ergibt sich als Antwort

die rationale Ndherung
__ 1314502564969066301

cos(1) ~ 5132002008176640000
Sie ist in dieser Gestalt kaum lesbar oder verstdndlich. Ein Taschenrechner verwandelt die
Antwort in eine Dezimalzahl cos(1) & 0.54030230586814 , verschluckt dabei aber typischer-
weise die 15. und alle folgenden Ziffern.

Aufgaben

1. Essei Sig:ax — 271«9:1 sy - " die Taylorentwicklung fiir die Sinusfunktion bis zum Gra-
de 19. Welches ist der exakte Wert von Sig(1)? Welche 14-stellige Dezimalzahl ergibt
sich aus daraus?

2. Angenommen, die Funktion c: ¢ — ¢(t) ist nur definiert fir 0 < ¢ < 7/4 und es gilt
auf diesem Definitionsbereich ¢(t) = cos(t).

(a) Essei 0 <t < m/4. Wie ldsst sich sin(t) aus ¢(¢) bestimmen?

(b) Wie lassen sich fiir beliebige T € R cos(7") und sin(7") mit der Hilfsfunktion ¢
bestimmen?

2 Cosinus, Sinus und eine Differentialgleichung

Statt eines einzigen Punktes lassen wir alle Punkte der Ebene gleichzeitig um den Nullpunkt
kreisen. Damit wird die Bewegung auf dem Einheitskreis eingebettet in eine Drehbewegung
der ganzen Ebene, die mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 1 um den Nullpunkt rotiert.
Wir benétigen diese Einbettung zwar nur in der Ndhe des Einheitskreises, aber es kostet
keine Miihe, gleich die ganze Ebene einzubeziehen.

Wir betrachten nun die Ortsvektoren in der Ebene als Funktionen der Zeit & : ¢ — Z(t).
Jede dieser Funktionen parametrisiert die Bewegung eines Punktes lings einer Stromlinie.
Diese wird festgelegt durch einen Startpunkt #(0) und die Bedingung, dass sich jeder Punkt
um den Nullpunkt im positiven Drehsinn mit Winkelgeschwindigkeit 1 bewegt.

Zu jedem Bahnpunkt X gehort ein Geschwindigkeitsvektor Z'. Gilt Z(t) = @? , S0 steht
der Geschwindigkeitsvektor Z'/(t) auf Z(t) senkrecht. Die Koordinaten der Punkte sind nun
Funktionen der Zeit z : ¢t — z(t) und y : t — y(t). Falls 2(0) = 1 und y(0) = 0 gilt, so kennen
wir schon eine Losung: Fiir alle ¢ ist 2:(t) = cos(t) und y(¢) = sin(¢). Da der Abstand jedes
Punktes zum Nullpunkt konstant bleibt, gilt jederzeit z(t)? + y(t)?> = r2. Durch Ableiten



nach der Zeit folgt die Orthogonalitédtsbedingung fiir die Koordinatenfunktionen. Sie lautet
-2’ +1y-y = 0. Da der Betrag der Geschwindigkeit auf jeder Stromlinie konstant ist, folgt,
dass die gesamte Bewegung durch die Differentialgleichung

/

r = —y

"= 2
beschrieben wird.
Diese Differentialgleichung beschreibt das Geschwindigkeitsfeld einer Ebene, die sich mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit um den Ursprung dreht. Jeder der Punkte bewegt sich mit
der Strémung in je 27 Zeiteinheiten einmal {iber seine ganze Bahn. Die Abbildung

Rt [cos(t) —sin(t)} { x }

sin(t)  cos(t) Y

beschreibt diese Drehung formal. Der Punkt, der zur Zeit t = 0 beim Punkt (1]|0) war, befindet
sich zur Zeit ¢t dann an der Stelle (cos(t)|sin(¢)). Wenn es also gelingt, gute numerische
N#herungslosungen fiir das Anfangswertproblem

!/
— 1
Y x y(0) 0
zu erzeugen, so ist ein Verfahren gefunden, das gleichzeitig die Funktionswerte von Cosinus
und Sinus numerisch approximiert. Von einer numerischen Ndherung wird erwartet, dass
sie zuverléssig eine vorgeschriebene Genauigkeit erzielt. Eine zuverlidssige Ndherung gilt als

umso besser, je geringer ihr Bedarf an Leistung der Hardware (Rechenzeit, Speicher oder
Operationen) ist.

3 Eine elegantere Notation mit komplexen Zahlen

Das Ziel des Abschnittes ist eine Vereinfachung der Denkweise, Sprechweise und Notation.
Anstelle der Koordinatenebene R? mit Vektoren und Matrizen werden die komplexen Zahlen
C treten. Es ist sinnvoll, von einer Programmierumgebung auszugehen, die den Datentyp
‘komplexe Zahl’ in Fliesskommadarstellung mit den iiblichen arithmetischen Operationen
aus C anbietet.

Wir benutzen die folgende Potenzreihendarstellung als Definition fiir die Exponentialfunk-
tion im Komplexen.

Die Exponentialreihe ist fiir alle komplexen Zahlen z definiert und konvergiert in ganz C.
Durch Vergleich der Potenzreihen der drei Funktionen erkennt man die Eulerrelation

exp(i - t) = cos(t) + i -sin(t),

die fiir alle reellen t gilt.

Insbesondere ist | exp(i-t)| = 1 fiir alle t € R. Die Multiplikation einer beliebigen komplexen
Zahl ¢ mit exp(i - t) bewirkt die Drehung von ¢ um den Nullpunkt mit dem Drehwinkel ¢
[rad].



Die Differentialgleichung im Komplexen

Im wesentlichen sagt die Differentialgleichung

HEHEE IR

dass der Geschwindigkeitsvektor an einem bestimmten Ort aus dem Ortsvektor durch eine
Drehung um m/2 im positiven Drehsinn hervorgeht.

In der komplexen Schreibweise werden die Stromlinien durch Funktionen z : ¢ — z(t) er-
zeugt, die R nach C abbilden und die Bedingung

d
d—j:i'z mit 2(0) =a+1i-b

erfiillen.
Ihre formale Losung lautet z: ¢ — z(0) - exp(i - t), da fiir alle Konstanten ¢ € C nach der
Kettenregel gilt

%exp(c -t) =c-exp(c-t)
Aufgaben

d
3. Wie ergibt sich aus den Bedingungen d—f = fund f(0) = 1 eine Potenzreihendarstellung
z
o0
fiir f von der Art f(z) = Z fr-2" 7
r=0
4. Wie ldsst sich nachweisen, dass fiir jedes ¢ € C die Funktion f.:z — exp(c-z) die
Differentialgleichung f' = ¢ - f mit der Anfangsbedingung f(0) =1 16st?

5. Begriinden oder widerlegen Sie folgende Behauptung: Die Abbildung

Rt [cos(t) —sin(t)] [ a }

sin(t)  cos(t) b

beschreibt, wie [ Z ] um O € R? um den Winkel ¢t gedreht wird. Es ist die reelle

Schreibweise fiir die komplexe Darstellung

r:t— exp(i-t) - (a+i-b)

6. Warum gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n und alle reellen t:  exp(i-t) = exp(i-t/n)" ?

4 Die Differentialgleichung und das Verfahren von Euler

Das Anfangswertproblem  2/(t) =i - z(t) und 2z(0) := 1 soll numerisch behandelt werden.
Das Verfahren von Euler benutzt den Differenzenquotient als Niherung fiir die Ableitung.
Fiir At # 0, aber At = 0 gilt

z(At) —2(0) dz o .
— A “a (0) =1.



Daraus folgt die Ndaherung

Z(At) := 2(0) + %(0) At =141 At =~ z(At)

Diese Niherung ist bei exakter Arithmetik umso besser, je ndher At bei 0 liegt.

Das Verfahren lisst sich wie folgt plausibel machen. Die Differentialgleichung beschreibt
mit z/(t) =i - z(t) den Geschwindigkeitsvektor einer Stromung an der Stelle z(¢). Wenn nun
ein Punkt zur Zeit 0 mit der Stromung an der Stelle 1 vorbeischwimmt, so hat er in diesem
Modell die Momentangeschwindigkeit . Es ist ganz korrekt, wenn auch ungewohnt, dass die
Geschwindigkeit der ebenen Stromung eine komplexe Zahl ist. Der Physik ist es gleichgiiltig,
in welcher Sprache iiber Vektoren gesprochen wird.

In einem kleinen Zeitintervall der Grosse At wird der Punkt mit der Stromung um ¢ - At
weiter getrieben und befindet sich nun (nidherungsweise!) an der Stelle Z(At) = 1+ i - At.

Wenn wir zwei Zeitschritte der Grosse At warten, so befindet sich der Punkt angenéhert
an der Stelle 1 + 27 - At, falls wir nur die Information im Startpunkt benutzen. Aber wenn
2At zerlegt wird als At + At und die Naherung Z(At) =~ 1 4 i - At fiir den néchsten Schritt
benutzt wird, so ergibt sich eine bessere Nédherung:

2(2A1) = Z(At) +i- Z(AL) - At =140 - At +i- At 4% - (At)? = (1 +1i- At)? = 3(At)?

Natiirlich lasst sich dieser Gedankengang beliebig fortsetzen. Wenn fiir eine beliebige
natiirliche Zahl n > 0 der Zeitschritt At := t/n eingefiithrt wird, so erwarten wir als Ver-
allgemeinerung die Beziehung

() = 2(n - At) = 2(A)" ~ Z(A)" = (141 - %)"

Wir betrachten kurz das Verhalten einer geometrischen Folge g : r +— ¢" mit komplexem
g. Multiplikation mit ¢ erzeugt in C eine Drehstreckung, dabei ist |g| der Streckfaktor und
arg(q) der Drehwinkel. Folglich ordnen sich die Werte g(0) =1, g(1) = ¢, g(2) =¢>,... in C
auf einer Spirale an, wobei der Polarwinkel zwischen ¢(r) und g(r + 1) immer gleich arg(q)
ist. Fiir 0 < |¢| < 1 strebt die Spirale ins Innere des Einheitskreises, fiir |¢| = 1 liegen alle g(r)
auf dem Einheitskreis und fiir |¢| > 1 6ffnet sich die Spirale und strebt exponentiell schnell
nach aussen.

Fiir t #01ist |1 +4-t/n| = /14 (t/n)? > 1. Folglich winden sich die Ndherungen, welche
das Eulerverfahren beim Lo6sen der Differentialgleichung erzeugt, immer vom Einheitskreis
nach aussen. Jede der Nidherungen ist prinzipiell falsch. Es ist nun wesentlich, dass n auch
in At := t/n auftritt und [(1 + - ¢t/n)|™ mit n — oo selbst gegen 1 strebt, das heisst, dass
die Punkte der Folge Z:n +— (1+41i-t/n)" sich von aussen dem Einheitskreis beliebig gut
annihern. [Vgl. Aufgabe

FEuler hat einen Schritt mehr gewagt. Er definiert allgemein fiir z € C:

z
exp(z) := nli_)rgo(l + ﬁ)”

Die Exponentialfunktion ist damit als Grenzwert einer Folge von Polynomen (1 + z/n)™ mit
z € C und n — oo dargestellt.

Wir verfolgen hier nur den Spezialfall exp(i-t) := lim, oo (1 47 -t/n)".

Diese Definition ldsst naive numerischen Berechnungen scheitern. Betrachten wir den Fall
t =1 und n := 10990, Als Fliesskommazahl wird 14 i-1071%° ~ 1.0 gerundet. Damit ergibt
sich die total falsche Naherung Z(1) ~ 1 statt z(1) ~ exp(7) ~ 0.5403 + i - 0.84147.

Schon besser ist die Ndherung (1+1i/n)" ~ 14+n-i/n = 1414, die sich aus der binomischen
Formel ergibt.
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Abbildung 1: Prinzipskizze: Eulerndherung E,, [dargestellt ist 2(0.5)" und Es ~ exp(i)]

Aufgaben

7. Stellen Sie die komplexen Zahlen (1 +i/4)" fiir n := 1,2, 3,4 in der komplexen Ebene
dar. Sind diese Zahlen mit Zirkel und Lineal aus 1 und ¢ exakt konstruierbar? Begriinden
Sie Thre Antwort.

8. Wir betrachten das Anfangswertproblem 2/(t) = ¢ - z(¢) und z(0) := zp. Begriinden Sie
exakt, weshalb das Eulerverfahren die Ndherung z(n - At) & zp - Z(At)" liefert.

9. Erstellen Sie [mit Hilfe des Rechners] eine Tabelle, welche fiir jedes n aus der Liste
{1,10,100,...,10°} die Zahlen (1 +4/n)" und |1 + i/n|" in Dezimaldarstellung mit 6
Ziffern angibt.

Was zeigen die Ergebnisse? Vergleichen Sie mit dem Rechnerwert exp(7).

10. Fiir exp(i - t) wurden zwei analytische Definitionen erwéhnt:

oo

"t t
exp(i-t) = Z ZT' und exp(i-t) := T}Lngo(l +1 ﬁ)”
r=0 '

Was zeigt sich beim Vergleich des Summanden i"t"/r! in der Potenzreihe mit jenem,
der die Potenz t" enthélt, wenn die Faktorisierung (1 +-¢/n)" ausmultipliziert wird?
Was geschieht, wenn n grosser und grosser wird?

11. Angenommen, e(n) := (1 +¢/n)" sei fiir eine noch wihlbare Zahl n > 1000 zu be-
rechnen. Warum ist n := 1024 eine kluge Wahl und wie gelingt es, ¢(1024) mit bloss



9 Multiplikationen in C zu berechnen? Berechnen Sie €(1024) mit einem kurzen selbst
geschriebenen Programm. Wie lautet die Antwort?

12. Begriinden oder widerlegen Sie folgende Behauptungen: Fiir jedes natiirliche n > 0 und
beliebige reelle ¢ gilt:
(a) [14i-t/n|>=1+i-t/n)-(1—i-t/n)
(b) [1+i-t/n|=1]1—1i-t/n|
() [(T+i-t/n)"P=0+d-t/n)" (1 —i-t/n)" =1+ (t/n)*)"
(d) lim (1 —#*/n*)" = nlggo((l +t/n)" - (1 —t/n)") =exp(t) - exp(—t) =1
)

n—o0

lim (1 + (t/n)*)" = exp(i-t)-exp(—i-t) =1

n—0o0

(e

5 Besser, genauer, schneller

5.1 Der erste Schritt: Analysis

Das Eulerverfahren ist ein Beispiel fiir einen einfachen numerischen Differentialgleichungslo-
ser. Das Wort ‘Loser’ ist in diesem Zusammenhang etwas iibertrieben, denn das Eulerverfah-
ren liefert endlich viele Ndherungswerte {Z(r-At)|r = 1,...,n} statt der Parameterdarstellung
einer glatten Bahnkurve, welche die Einsetzprobe in der Differentialgleichung besteht. Unser
Ziel ist, ein schultaugliches und einsichtiges numerisches Verfahren zu entwickeln, um prézise
numerische Approximationen Z(t) ~ exp(i - t) mit einem Computer zuverldssig und und mit
geringem Aufwand, gemessen an Speicherbedarf und Rechenzeit, zu erzeugen.

Euler hat sein Verfahren universell konzipiert, das heisst, dass es unter den vielfiltigsten
Bedingungen nutzbar sein sollte. Unser Beispiel hat besondere Eigenschaften: Alle Bahnen
sind Kreise um den Nullpunkt, die in 27 Zeiteinheiten einmal bei konstanter Winkelgeschwin-
digkeit abgefahren werden. Daraus ergeben sich Vorteile gegeniiber dem allgemeinen Problem,
fiir welches Euler’s Verfahren konzipiert wurde. Wir werden sie suchen und nutzen.

Die Losungskurve von z/(t) = i-z(t) mit z(0) := 1 ist der Einheitskreis. Die Differentialglei-
chung schreibt aber auch die Geschwindigkeit 2/(t) in jedem Zeitpunkt und den Startpunkt
1 fiir t = 0 vor. Damit ist eine besondere Parameterdarstellung der Kreisbahn festgelegt. Die
Losung des Problems ist — im Gegensatz zur Gleichung 22 4 32 = 1 — nicht bloss eine Punkt-
menge, sondern eine mathematisch beschriebene gleichférmige Kreisbewegung z : ¢ +— z(t)

Kontrollen Exakte Losungen zum Anfangswertproblem z/(t) = i-z(t) und z(0) = 1 miissen
zwet Kriterien erfiillen:

1. Ortsbedingung: Alle Losungen liegen auf dem Einheitskreis.

2. Zeitbedingung: Fiir den Parameterwert ¢ zur Losung z(t) gilt t = arg(z(¢)) [vgl Abb.

Ortskorrektur: Die Normierung 2(At) := Z(At)/|Z(At)| zwingt die Eulerndherung nach
dem ersten Zeitschritt Z(At) auf den Einheitskreis. In Abb. [2| entspricht Fy dem Startwert,
E; der ersten Eulerndherung nach einem Schritt und Z; der Korrektur durch Normierung.
Leider zur falschen Zeit: Da die Startgeschwindigkeit 2'(0) = 4 - 2(0) = i den Betrag 1
hat, der im Intervall At konstant bleibt, gilt Ey £y = |Z2(At) — 2(0)| = |i - At| = |A¢| . Die
Grosse At spielt eine Doppelrolle, einmal als Zeitdauer, einmal als Produkt von Zeitdauer
und Einheitsgeschwindigkeit At-1, also als Streckenldnge. Der Winkel 7 = arg(Z;) entspricht
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Abbildung 2: Prinzipskizze zu den Korrekturen an die Eulerndherung

in der exakten Losung der Bogenldnge auf dem Einheitskreis zwischen Ey = Zp und 7
[vgl. Abb. [2]. Der Punkt Z; mit Polarwinkel 7 [rad] wird in dieser Konstruktion zur Zeit
At erreicht. Nun ist aber 7 = arctan At < At. Fiir die mittlere Winkelgeschwindigkeit gilt
|w| = 7/At < 1 . Die Vorgabe ist jedoch eine konstante Winkelgeschwindigkeit w = 1. Die
Bahn ist richtig, aber die Parametrisierung stimmt noch nicht.

Zeitkorrektur: Die Gleichheit 7 = At wird erreicht mit einem wverlingerten Eulerschritt
von tan(At) > At > 0. Dabei streckt sich die Bogenlédnge 7 auf At := arctan(r), wie das
Dreieck O EpE; mit dem Winkel 7 [rad] bei O in Abb. 2| zeigt. Wir definieren

Z(At) := Z(tan(At)) im Bereich |At| < /4

Dann bewegt sich Z auf dem Einheitskreisbogen mit der Winkelgeschwindigkeit w = 1 in
diskreten Zeitschritten der Grosse At und erreicht seine Positionen zur rechten Zeit:

arg(Z(At)) = arg(Z(tan(At)) = At

Formal ldsst sich nun die Definition auf die ganzzahligen Vielfachen von At fortsetzen:

5 L aAam amn  Z(tan(A)™ [ Z(tan(At))\"
Z(n - At) == 2(At)" und 2(A1)" = F(tan(AD)7] (!2(tan(At)>




Bemerkenswert ist, dass ein einziger modifizierter Eulerschritt gentigt. Alle {ibrigen Bahn-
punkte werden als geometrische Folge auf dem Finheitskreis rein algebraisch definiert. Die
numerische Approximation von tan(At) im ersten Schritt bedeutet einen Mehraufwand, aber
die Hauptlast auf ‘sehr viele ganz kleine’ Eulerschritte entfillt.

Der modifizierte Eulerschritt entspricht einer Zentralprojektion zum Zentrum O auf den
Einheitskreis von dessen Tangente in (0[1) aus.

Kosmetik Die Normierung 2(At) := Z(tan(At))/|Z(tan(At))| beinhaltet die Berechnung
einer Quadratwurzel im Ausdruck |Z(At)| = /1 + (tan(At))2.

Diese lésst sich vermeiden durch eine neue Parametrisierung mit dem Parameter %At:

1+i-tan(3At))> 1 — (tan(3A¢))% +2 i - tan(3At)
1+ (tan(1At))2 1+ (tan(3A¢))2

5(At) = <2(;At)>2 _

Randbemerkung Die Abbildung

1—32+, 2s
1+ V1xs?

p:Q—-0Q+:-QCcC mit p:s+—

erzeugt nur Punkte auf dem Einheitskreis mit lauter rationalen kartesischen Koordinaten. Die
stetige Abbildung p lésst sich von Q auf ganz R stetig erweitern. Damit liegt das Bild p(Q)
dicht im Bild xR, das den Einheitskreis mit Ausnahme von (—1|0) bedeckt. Das heisst, dass
sich alle Punkte auf dem Einheitskreis beliebig gut annéhern lassen mit Punkten des Einheits-
kreises mit rationalen Koordinaten. Damit steht im Prinzip eine rundungsfreie Arithmetik
in Q fiir die Approximation der trigonometrischen Funktionen zur Verfiigung, basierend auf
einer Ganzzahlarithmetik fiir Zahler Z und Nenner N. Ihr Preis diirfte in der Normierung der
Bruchdarstellung Z/N mit gekiirztem Z&hler und Nenner liegen oder in Zifferndarstellungen
von Z/N mit periodischem Endstiick.

Ein analoges Argument gilt in unserem Zusammenhang fiir die Bilder jener At/2, fiir
welche s := tan(At/2) rational ausfillt. [Der Wertebereich von tan(At/2) ist ganz R, wenn
alle At mit |At/2| < 7/2 zugelassen sind.]

5.2 Der modifizierte Eulerschritt

Wir wissen schon, dass Z(tan(3At))? = exp(iAt) gilt. Aber diese Einsicht tauscht bloss
das Problem der Berechnung von cos(«) + isin(«) gegen die Berechnung von tan(%a) aus.
Nicht ganz, denn wir bené6tigen bloss Tangenswerte zu kleinen Winkeln oder wir erzeugen
eine Hilfstabelle, die nur einmal berechnet und gespeichert wird.

Im Bereich kleiner Winkel h = 0 bieten Taylorpolynome zur Tangensfunktion eine Option,
um rasch gute Ndherungen zu finden. Wir verwenden

T7(h) == h + %h?’ + % h + 3% h' ~ tan(h) + O(h?)

Fiir |[h| < 1072 und in exakter Arithmetik liegen die Betriige der Abweichung der Tay-
lornidherung von den exakten Tangenswerten unter 1077, Das geniigt fiir die beabsichtigte
Anwendung.
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5.3 Viele Schritte vom Kleinen zum Grossen mit Algebra

Alles ist jetzt so eingerichtet, dass wir im Kleinen (d.h. lokal) eine sehr gute Niherung 2(3At)
kennen. Die Ubersetzung ‘vom Kleinen ins Grosse’ gelingt im Prinzip mit Algebra dank
einer besonderen algebraischen Eigenschaft der Exponentialfunktion: 2(t) = Z(n - At) =
(2(At))™. Allerdings ist jeder Rechenschritt mit Fliesskommazahlen eine Quelle moglicher
Rundungsfehler. So kommt auch noch Numerik ins Spiel.

Schnell potenzieren: Angenommen, fiir eine natiirliche Zahl N und eine beliebige kom-
plexe Zahl ¢ sei ¢V zu berechnen. Die Berechnung von ¢? benétigt eine einzige Multiplikation,
die Berechnung von ¢ und jene von ¢* ist mit 2 Produkten zu schaffen, wenn die Zwischen-
ergebnisse verwendet werden. Wahlt man N := 2" und r € N, so schafft man die Berechnung

von ¢V mit genau r Multiplikationen in C.

Aufgaben

13. Wie lasst sich T7(h) mit moglichst wenigen Multiplikationen berechnen?

14. Begriinden oder widerlegen Sie folgende Aussagen: Fiir alle |At| < 7§ gilt:

Q>
—~~
N[ —
-+
&
=
>
~
N—
—
S~—
no

15. Begriinden oder widerlegen Sie: Die folgenden Identitéiten gelten fiir alle reellen 7.

2 - tan(57)

T 1+ (tan(in))2

— (tan(%
(a) cos(T) — %
2

= 1 (oan( (b) sin(7)

[N

16. Beweisen Sie die Behauptung: Angenommen, v > 0 und v > 0 seien rationale Zahlen
mit u? +v? = 1. Dann gibt es pythagoreische Trippel p, ¢, r mit p? + ¢> = 2 und einen
Winkel o mit tan(a) = ¢/p, u = cos(a) = p/r, v = sin(a) = ¢/r.

17. Es sei r eine transzendente reelle Zahl. Begriinden oder widerlegen Sie die Behauptung;:
Es gibt in der Losungsmenge der Gleichung 22 +y% =72  keine Punkte (u|v) € Q%

6 Ein Programm zum Experimentieren

Das folgende Programm in Pseudocode berechnet eine Néherung fiir exp(i - t). Neben ¢ wird
ein weiterer Parameter r € N verwendet. Die Zahl r steuert die Feinheit der Diskretisierung,
indem h :=t - 27" berechnet wird. Sie beeinflusst die Genauigkeit des Ergebnisses iiber die
Diskretisierungsfehler und iiber die Rundungsfehler. Ferner hiangt der Rechenaufwand etwas
von der Wahl von r ab.

Im Listing ist die Berechnung des Taylorpolynoms 77(h) nach dem Hornerschema erkenn-
bar. Vor der Ausgabe wird das Ergebnis nochmals auf Lange 1 normiert. Mit dem Naherungs-
wert y wird auch die Differenz zum Ergebnis der Berechnung mit der Standardfunktion des
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Rechners ausgegeben. Mit ¢ wird die imaginére Einheit aufgerufen, j ist ein Schleifenzéhler.
Die Programmiersprache unterstiitzt arithmetische Operationen und numerische Approxima-
tion analytischer Standardfunktionen in C.

expi(r,t)
[approximiert exp( - t) mit O(r) Produkten]
Func
Local h, hh, j, tah, ttah, y
t/2°r — h
hx*h — hh
h* (1+hh/3% (1+hh/5% (2+hh/21%17))) — tah
tah*tah — ttah
(1-ttah+2*tah*i)/(1+ttah) — y
For j, 1, r-1
y*¥y = ¥
EndFor
y/abs(y) — y
Return {y, abs(y), y-exp(ixt)}

Dieses Programm ist zum Experimentieren gedacht. Zum Beispiel ldsst sich der Einfluss der
Diskretisierung durch die Wahl von r studieren. Die fiir die Taylorformel relevante Grosse
ist h, welches die Rolle von %At spielt. Wie beeinflusst die Wahl von r die Genauigkeit der
Approximation? In diese Fragestellung geht die Tatsache ein, dass der Rechner mit jeder
arithmetischen Operation potentiell rundet und Informationen verwischt. Der Qualitétsver-
gleich mit y —exp(ixt) ist etwas naiv, weil als Standard die Rechnerfunktion exp anstelle der
mathematisch exakten Exponentialfunktion benutzt wird. Fiir die Beurteilung von Feinheiten
reicht dieses Kriterium nicht.

Entscheidend ist, wie gross h bei der Berechnung der Taylorn&herung fiir tan(h) ist. Nach
einer Faustregel lisst sich abschitzen, dass |h| < 1072 sein soll, damit die Taylorniherung
gut genug wird. Fiir |[t| < 1 folgt bei exakter Arithmetik r» < 8 [d.h. hochstens 7 iterierte
Winkelverdoppelungen der Art y*y—y in der For-Schleife]. Gelegentlich zeigt sich noch
bessere Ubereinstimmung mit den Standardfunktionen der SW fiir 7 = 9. Im Idealfall wird r
abhéngig von ¢ bestimmt.

Es ist sinnvoll, die Eingaben fiir ¢ zu beschrénken zum Beispiel auf |t| < /4. Das ist keine
wesentliche Einschréankung, wenn man die Identitéten sin(7/4 + u) = cos(n/4 — u) und die
Periodizitdt der Kreisbewegung ausnutzt.

Das Programm lésst sich sogar noch etwas vereinfachen. Wenn man es im kleinen Defini-
tionsbereich 0 < ¢t < 7/4 anwendet, kann in der Zeile

(1-hh+2%h*i)/(1+hh) — y
die Normierung weggelassen werden. Der einfachere Befehl

(1-hh+2*xh*i) — y
konnte geniigen, weil noch eine Normierung nach der Vorschleife vorhanden ist. Sie ist nicht
tiberfliissig, auch wenn y normiert wird.

Weitere Uberlegungen sind nétig, um den Definitionsbereich von Cosinus und Sinus auf
eine ganze Periode der Linge 27 auszudehnen. Von da erscheint eine Erweiterung auf ‘alle’
Rechnerzahlen in unmittelbarer Reichweite. Die Periodizititsbeziehung f(x) = f(z + 2nw)
gilt jedoch nur bei exakter Arithmetik fiir alle n € Z. Beispielsweise sind mit Fliesskomma-
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zahlen und 16-stelliger Mantisse die Zahlen 10%° und 10%° + 27 in der Rechnerniherung nicht
mehr unterscheidbar.

Aufgaben

18.

19.

20.

21.

22.

Gilt die Beziehung sin(7w/4 + u) = cos(n/4 — ) fiir alle reellen u? Begriinden Sie die
Antwort.

Angenommen, es soll cos(1) angenéhert werden mit einem Verfahren, das nur Eingaben
|z| < /4 akzeptiert. Wie ist das mdglich, obwohl 1 > 7/4 gilt?

Begriinden oder widerlegen Sie:

Das Programm expi(r,x) liefert fiir die Eingaben r = 6 und z = 1.0 ein Ergebnis
a+ib, so, dass |a — cos(1.0)| + |b —sin(1.0)| < 10713 gilt, wobei hier cos() und sin() die
auf Threm Rechner implementierten Standardfunktionen bezeichnen.

Welche Vorteile ergeben sich, wenn Cosinus und Sinus gleichzeitig berechnet werden?
Welches sind die Nachteile?

Es sei r eine natiirliche Zahl. Wie erfolgt die Berechnung von x/2" im Binérsystem?

13



7 Anhang

7.1

Bemerkungen und Literaturhinweise

e Wenn Speicherplatz billig ist und kurze Rechenzeiten wichtig sind, so werden Funk-

tionen auf einem Intervall als Listen von Abtastwerten einmal aufbereitet und abge-
speichert. Die Abtastung ist so fein gestaltet, dass lineare Interpolation ausreicht, um
die Liicken bei Bedarf ohne Genauigkeitseinbusse zu fiillen. Diese Option ist bei den
trigonometrischen Funktionen und ihren Umkehrungen gegeben. Das alte Konzept der
Funktionstafeln wird dank der Speicherkapazitit und der Verwendung von Caches an-
gepasst und potenziert.

Ein interessantes Verfahren ist von Jack E. Volder im September 1959 veroffentlicht
worden:

VOLDER, J.E., The CORDIC trigonometric computing technique. IRE Trans. Electro-
nic Computers, 8, September, 330-334 (1959).

Es ist fiir eine rudimentéire Rechnertechnologie so optimiert, dass Multiplikationen ver-
mieden werden und im wesentlichen binére shift und add Operationen benutzt werden.
Die Methode wurde auf das Dezimalsystem angepasst und in manchen Taschenrechnern
realisiert, weil sie sich universell einsetzen ldsst zur Approximation von exp, log, der
trigonometrischen oder hyperbolischen Funktionen und deren Umkehrungen.

Volder schildert die Umsténde der Erfindung von CORDIC in der Zeit ab 1956 in einem
untechnischen und historischen Bericht:

JACK E. VOLDER, The Birth of CORDIC, Journal of VLSI Signal Processing 25, 101-
105, 2000, Kluwer Academic Publishers.

Ein informativer Artikel iiber CORDIC ist: http://www.wiete.com.au/journals/
GJEE/Publish/vol8no3/Risse.pdf [besucht 3.12.2017]

Bemerkungen zu den Aufgaben, Losungsskizzen

Eine rationale N&herung fiir sin(1):

9
—1)™  102360822438075317
sin(1) ~ ) ( (=D" ~ 0.8414709848079

— (2n+1)! ~ 121645100408832000
Der Fehler in der Bruchdarstellung ist geringer als der néchste Term in der Taylorreihe
1/21! ~ 1.96 - 102", Begriindung: die Summanden haben wechselnde Vorzeichen und
die Betrige der Summanden streben monoton gegen 0. Folglich ist der Approximati-
onsfehler im Polynom vom Grad 19 hochstens so gross der Betrag des Summanden im
Taylorpolynom der Ordnung 21, denn die Summanden gerader Ordnung treten bei der
Sinusreihe nicht auf. Durch die Umrechnung der berechneten rationalen Néherung fiir
sin(1) in die Dezimaldarstellung des Rechners mit 14 Ziffern wurden also mindestens 6
weitere korrekte Dezimalstellen unterdriickt.

2 (a) sin(t) = /1 — (cos(t))?

(b) Reduktion auf ein Grundintervall: Fiir jeden Winkel 7" gibt es einen Winkel s im
Grundintervall |s| <7 mit (cos(T)|sin(T")) = (cos(s)|sin(s)) [Periodizitéit].
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Durch wiederholte Spiegelungen, die den Einheitskreis auf sich abbilden, lésst sich
der Achtelskreis 0 < ¢ < w/4 auf den Vollkreis ausdehnen:

Spiegelt man den Einheitskreis an der Winkelhalbierenden des ersten Quadranten,
so bleiben =£(cos(m/4)|sin(mw/4)) fest und fiir alle Winkel s gilt sin(n/4 + s) =
cos(m/4 — s). Damit wird der Achtelskreisbogen mit Polarwinkel ¢ im Bereich
0 <t < m/4 auf den Viertelskreis im ersten Quadranten erweitert. Beim Spiegeln
an der x-Achse bleibt der Cosinuswert erhalten und der Sinuswert wechselt das
Vorzeichen, also sin(—s) = —sin(s) und cos(—s) = cos(s). Beim Spiegeln an der y-
Achse bleibt der Sinuswert erhalten und der Cosinuswert wechselt das Vorzeichen,
also sin(7w/2 — s) = sin(w/2 4+ s) und cos(w/2 — s) = — cos(mw/2 + s)

Bl Mit Induktion folgt, dass alle Ableitungen von f mit f identisch sind % f=7f. Da
fiir alle Ableitungen gilt: % f(0) =1, ergibt sich die Darstellung als Potenzreihe nach
Taylor

o0 n

(=3

n=0
Diese Potenzreihe konvergiert fiir alle komplexen Zahlen und kann damit die Exponen-
tialfunktion definieren. Fiir praktische Berechnungen ist sie i.a. ungeeignet.

M Die Einsetzprobe ergibt f.(z) = c-exp(c- z) = c¢- f.(z) [Kettenregel] und f.(0) = 1.
[l Die Behauptung ist richtig [Annahme: o.n. Koordinaten|. Zwei verschiedene Schreib-

weisen beschreiben denselben Sachverhalt, denn die Zuordnung ¢ : [ “ ] = a+1-b

b

definiert eine bijektive Abbildung von R? auf C. Dem Produkt mit der Drehmatrix
zum Drehwinkel ¢ in R? entspricht genau die Multiplikation mit exp(i - t) im Komple-
xen.

Formal:

[ H s a+i-b— exp(i-t)- (a+i-b)=r(t)
= (cos(t) +i-sin(t)) - (a + - b)
=a-cos(t) —b-sin(t) +i- (a-sin(t) +b- cos(t))
¢! | a-cos(t) —b-sin(t) | _ [cos(t) —sin(t)| |a | _
— a-sin(t) + b - cos(t) } N [sin(t) cos(t) ] [ b ] = B()

(h |exp/(i t)| = |exp(i - t/n)| = |exp(i - t/n)"| und t = arg(exp(i - t), arg(exp(i - t/n)" =
n-t/n=t

[0 Ist die Zahl k aus der Einheitsstrecke mit Zirkel und Lineal konstruierbar, so ist auch
1+i-k = (1|k) in R? mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Sind z,w € C gegeben,
so ist z - w € C konstruierbar, denn |z - w| ist als Produkt gegebener Léngen mit
dem Strahlensatz konstruierbar und arg(z - w) = arg(z) + arg(w) ist als Addition von
gegebenen Winkeln mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Bl Beweis mit Induktion, bei beliebiger Konstante At:
Verankerung: Z(0 - At) = zp - 1 gilt exakt.
Induktionsschritt:
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i}

Annahme Z(r-At) = zp- (1 +1i-At)" [Ergebnis des Eulerverfahrens nach r Schritten
der Grosse At.]

Dann liefert ein weiterer Eulerschritt der Schrittweite At ausgehend von zq - Z(r - At)
die Naherung

Z(r+1)-At):=zp- (Z(r- At) +i-20- Z(r - At) - At)
=zo-(L+i-At) +i-At-zop-(1+1i-At)"
=z (L+i-At)H

numerische Ndherungen fiir exp(i) ~ 0.5403023 4 0.841471i

Tabelle 1: Naherungen fiir (1 +¢/n)" und |(1 +i/n)"|

n (I+i/n)" [(14i/n)"|
1 1+ 1.41421

10 | 0.570790+0.882508: | 1.05101

102 | 0.5430394-0.8456717 | 1.00501

103 | 0.540573+0.841892i | 1.00050

10* | 0.540329+0.841513i | 1.00005

10° | 0.540305+40.841475i | 1.000005

allgemeine binomische Formel:
n

n! t n! (i-t)"
14i-¢ n:§ A AU :
(A+i-t/n) — rl(n —r)! v Tzon’"(n—r)! d
Taylorpol Grad f G
aylorpolynom, Grad n:

ylorpoty ) s l

Dan!/(n—r)l=n-(n—1)----(n—r+1), folgt fiir grosse n und festes r, dass fiir den
Vorfaktor von (i -t)" in der binomischen Formel gilt
n! (n-1) (n—-r+1)

— ~1
n"-(n—r)! n n

gilt und zwar innerhalb einer beliebigen positiven Toleranz, wenn nur n geniigend gross
gewihlt wird. Das heisst, dass mit wachsendem n jedes beliebige Anfangsstiick endlicher
Lénge ¢ der binomischen Entwicklung von (1+4i-t/n)" summandenweise gegen das ent-
sprechende Anfangsstiick der Taylorreihe von exp(i - t) strebt. Wegen der Konvergenz
der beiden durch Grenzwerte bestimmten Ausdriicke, ldsst sich das Anfangsstiick so
bestimmen, dass auch das bisher nicht ndher betrachtete Reststiick oberhalb von £ klei-
ner wird als jede vorgegebene positive Toleranz. Damit stimmen die beiden Grenzwerte
iiberein.

Der Term ¢(2") lisst sich iterativ mit n Multiplikationen auswerten. Beweis mit Induk-
tion, sieche Abschnitt

Notation: ¢:=1+i-t/n, dann ergibt Konjugation ¢ =1—1i-t/n
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lc2 =c-c=1+1t%/n?

|c| = ||, Spiegelung lésst die Lange invariant.

2 = (") = (c- o)

(d) Fiir alle reellen ¢ gilt: lim,, oo (1+¢/n)" = exp(t), lim,_o0(1—1t/n)" =exp(—t) .
Da das Produkt zweier konvergenter Folgen gegen das Produkt der einzelnen
Grenzwerte konvergiert, folgt

exp(t) - exp(—t) = exp(0) =1 = li_>m (1—t*/n*)"
n—oo

(e) Fir alle reellen t gilt:

lim, oo " =exp(i-t) und lim, oo ¢” =exp(i-t) =exp(—i-t).

Nun ist  limy, 00 (|c]?)™ = limy,yo0(c - €)™ = exp(i - t) - exp(—i - t) = exp(0) = 1

Folgerung:  lim, oo (|1 £ - t/n|?)" = lim, oo (1 +t2/n?)" =1

Die Eulernéherungen (14 ¢ -¢/n)" streben fiir n — oo und alle reellen ¢ gegen
Punkte auf dem Einheitskreis.

Bemerkung: [Ein anderer Zugang] Durch den Vergleich der Taylorreihen ergibt sich
unmittelbar exp it = cos(t) + i - sin(¢). Damit ist gezeigt: exp(i - t) liegt auf dem Ein-
heitskreis, der Polarwinkel ist gleich ¢. Dann folgt exp(i- (s+t) = exp(i-s)-exp(i-t)
ohne das Nebenergebnis  lim,, oo (1 + t2/n?)" = 1.

17 q

1 2
M3 T7(h) ;=h+§h3+—h5+—h7=h-(1+3

a 7o
15 315 (I+ 5+ (2+q-57) mit g :=h-h

21
[vgl. Hornerschemal

4 Notation: vgl Abb.[2l: At:= Z(EyO E,) = arctan(Ey E) < Ey By = tan(At)

(a) richtig, da tan(At) = Ey 4
(b) falsch, da Seitenhalbierende auf einer Kathete nie gleich der Winkelhalbierenden
ist.

richtig, Regel von De Moivre fiir komplexe Zahl der Lénge 1 anwenden.

falsch, Widerspruch zu (b)

falsch, Widerspruch zu (d), numerische Ndherung mit Fehler der Gréssenordnung
310719

)

d) richtig, dquivalent zu (a)
)
)

Beide Aussagen sind in dieser Allgemeinheit falsch wegen der Polstellen von Tangens.

16l (a) Ist p,q,r pythagoreisches Trippel mit p? + ¢ = 2, so sind

cos(a) := p/r, sin(a) := ¢/r rationale Koordinaten eines Punktes auf dem Ein-
heitskreis.

(b) Essei u? +v? =1, u,v € Q und u = uj /uz, v = vy /v Quotienten ganzer Zahlen,
202 1 22 02
. uy vy t+uj v
ug # 0, vy # 0. Dann ist u? + v? = -1 22 22 1 =1 und uy - v9, Uy - V1, U - V2
u5 - v
202

bilden ein pythagoreisches Trippel.

07 Fiir alle z,y € Q ist der Radius r = /22 + 32 eine algebraische und somit keine
transzendente Zahl.

In R? liegen die Punkte aus zwei Familien von Kreisen mit Zentrum (0]0) dicht:
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(a) die Kreise mit rationalen Radien, Beispiel: 2% + y2 = 1

(b) die Kreise, deren Peripherie keine Punkte aus Q2 enthalten, Beispiel: 2 + 3% = 7

I8 Vgl. Aufgabe[2] Die Beziehung beschreibt eine Spiegelung der Punkte auf dem Einheits-

kreis an der Winkelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten. Dabei werden die Vorzeichen
der Winkel zur Richtung 7/4 und die Koordinaten z <> y vertauscht. Genau das wird
in Aufgabe [14] behauptet.

w/4 —u = 1 definiert u := 7/4 — 1 < 0, mit Nr [14] folgt cos(1) = sin(w/2 — 1) mit
0<m/2—-1<m/4

Mit einem Rechner und einer Programmiersprache, die IEEE doppelt genaue Arithme-
tik benutzt [zB MATLAB, Octave, CAS-Rechner], wurden die Aussagen verifiziert.

Das Grundintervall fiir die Berechnungen kann auf [0,7/4] beschrinkt bleiben und
derselbe Prozess berechnet dort beide Funktionen. Als Nachteil wird eine Arithmetik in
C [oder Matrixoperationen| verwendet, die aufwendiger ist als Operationen mit reellen
Zahlen. Ferner sind Zusatzmassnahmen notig, um den Definitionsbereich mindestens
auf den Vollkreis auszudehnen.

Die Beriicksichtigung der Periodizitéit ist auf grossen Definitionsbereichen nur mit for-
mal exakter Arithmetik einfach. Das theoretische Verfahren versagt, wenn die Peri-
odenlénge in der verwendeten Arithmetik nicht exakt berechenbar oder darstellbar ist.
Beispiel: rationale Naherungen fiir 7 mit beschranktem Nenner, zB Fliesskommazahlen
mit einer beschrinkten Zahl von Ziffern.

Angenommen, fiir X = 100 sei sin(X) zu berechnen und wir verwenden # € Q als
N&herung fiir 7 mit 20 giiltigen Dezimalziffern 3.14.... Dann ist die ganze Zahl N, die
am nichsten bei X/(27) liegt, fast immer eindeutig und |X — 2N7| < 7. Um wieviel
unterscheiden sich X/(27) und X/(27)?

Antwort | X/(27) — X/(27)| > 10'8. Reduktion auf eine Grundperiode der trigonome-
trischen Funktionen ist beim formalen Rechnen mdoglich, kann aber beim praktischen
Rechnen mit rationalen Ndherungen [z.B. Fliesskommazahlen mit begrenzter Stellen-
zahl] krass versagen.

Die Mantisse bleibt erhalten, nur der Zweierexponent wird um r verkleinert.
(Bzw. Ziffernfolge bleibt, ‘Dualpunkt’ wird um r Stellen nach links verschoben, even-
tuelle Liicke vor der fithrenden Eins wird mit Ziffern 0 aufgefiillt.)
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