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Zusammenfassung

Wie bewegt sich ein Korper, der in der Nihe der Erdoberfliche fillt? Diese Frage wur-
de zu verschiedenen Zeiten verschieden — offenbar nicht immer richtig — beantwortet. Das
Problem des fallenden Korpers bietet die Gelegenheit, Modellbildung mit Differential-
gleichungen kennen zu lernen. Beim Lésen der Musterprobleme werden drei verschiedene
Methoden erprobt:

e Losen eines diskreten Ersatzproblems: Fulerverfahren
e Umwandeln in eine Kette von algebraischen Problemen: Taylorentwicklung
e Zuriickfithren auf ein Integrationsproblem: analytische Losung

Jeder Abschnitt wird durch Ubungsaufgaben erginzt, die den Erfahrungshorizont erwei-
tern sollen. Insbesondere wird sich zeigen, dass sogar in einfachen physikalischen Modellen
das Vorbild ‘Natur’ keineswegs dafiir sorgt, dass die Losungen der Modellgleichungen ein-
deutig sein miissen. Damit wird die Frage nach Eindeutigkeit und Existenz von Losungen
bei Differentialgleichungen angetippt.

Bemerkungen

1. Der Text richtet sich in erster Linie an Lehrpersonen. Es wird in grossen Ziigen
und knapp skizziert, wie Modellbildung mit Differentialgleichungen in einer Matu-
ritdtsschule eingefithrt werden konnte. Didaktische Anforderungen an einen Lehrtext
zum Selbststudium wurden kaum beachtet. Ich verwende in der Folge meine eigene
Notation. Sie miisste {ibernommen oder an andere Konventionen angepasst werden.

2. Die Aufgaben sollten im Unterricht unmittelbar verwendbar sein.

Etliche der Aufgaben sind als Lernaufgaben eher offen gestellt. Sie sollen einen
Denkprozess auslosen, der im Idealfall die Lernenden herausfordert, ihre Neugierde
weckt und eigene Ideen auf die Probe stellt. Es ist realistisch, davon auszugehen,
dass dosierte individuelle Hilfe, Tipps oder Erkldrungen zuhanden der Lernenden
in diesem Prozess notig sein werden, aber erst, wenn ihre eigenen Anstrengungen
nicht zum Ziel fithren. Es lohnt sich, verschiedene Ansétze und Erfahrungen aus der
Klasse nachtraglich zu kommentieren.

Im Gegensatz dazu losen reine Ubungsaufgaben die autonome Abarbeitung eines
bekannten Losungsschemas aus. Danach geniigt es, den Lernenden die Standardant-
wort mitzuteilen und die Korrektur an sie zu delegieren oder Probleme zu beheben.

3. Der FEinsatz geeigneter Software im Sinne der Geristdidaktik ist zweckméssig, weil
damit die Aufmerksamkeit auf wesentliche Phdnomene und Begriffe fokussiert wer-
den kann, indem Berechnungen hinter den Kulissen stattfinden. Zudem werden wir-
tuelle Ezperimente durch den Computereinsatz erleichtert.

4. Der Text griindet auf eigener Unterrichtserfahrung im Ergénzungsfach Anwendun-
gen der Mathematik und im Schwerpunktsfach Physik und Anwendungen der Ma-
thematik. Exr wurde mehrfach iiberarbeitet.



1 Bewegungsgleichungen - Differentialgleichungen

Es ist fiir Anwendungen der Analysis in der Physik wesentlich, den Begriff der Ableitung
physikalisch zu interpretieren und zwar ohne den Umweg ueber die oft einzig verwendete
Interpetation als Tangentensteigung beim Funktionsgraphen.

Wir betrachten eine Masse m, gedacht als Punktmasse, die sich auf der ruhenden z-Achse
bewegt. Die Positionsfunktion x : t — x(t) gibt fiir jeden Zeitpunkt ¢ die zugehorige Position
x(t) der Masse an. Wer die Positionsfunktion kennt, kann daraus andere interessante Grossen
ermitteln, etwa die Geschwindigkeit, die Beschleunigung oder die auf die Masse einwirkenden
Krifte.

Die Momentangeschwindigkeit wird definiert als Grenzwert von mittleren Geschwindig-
keiten iiber Zeitintervalle, die nach 0 streben. Das ldsst sich mit Newtons Notation fiir die
Ableitung so ausdriicken:

i . oz(t+ At) — z(t)

=T A
Die erste Ableitung der Positionsfunktion nach der Zeit beschreibt die zugehorige Momen-
tangeschwindigkeit als Funktion der Zeit v : t — @(t).

Eine entsprechende Uberlegung zeigt: Wenn die Momentangeschwindigkeit einer Punkt-
masse durch eine Zuordnung v : ¢t +— v(t) gegeben ist, so definiert deren momentane Ande-
rungsrate, also deren zeitliche Ableitung, die Momentanbeschleunigung a : t — v(t). Das ist
nun die zweite Ableitung der Positionsfunktion a :t — &(t).

Nach Newtons Kraftgesetz finden wir den Grund fiir die Beschleunigungen in den jeweils
wirkenden Kriften F(x,4) = ma . Newton hat nun diese Betrachtungsweise umgekehrt: Jede
Kraft F', die auf eine Masse m > 0 wirkt, &dussert sich durch eine Beschleunigung & = %F
Diese Beziehung ist ein Beispiel fiir eine Differentialgleichung zur Beschreibung der Positions-
funktion x : t — z(t). Das physikalische Modell wird formuliert, indem die Abhéngigkeit der
wirkenden Kraft von den iibrigen Grossen wie Position x, Geschwindigkeit & und Zeit t als
eine Funktion F : (z,%,t) — F(x,Z,t) beschrieben wird. Die Rekonstruktion der Bahnkurve
und der Bewegung des Massenpunktes auf seiner Bahn nennt man ‘Losen’ der Differential-
gleichung. Das ist nun ein rein mathematisches Problem.

Wir sehen also, dass es zwei verschiedene Betrachtungsweisen fiir Bewegungsgesetze gibt,
eine ‘integrale’ oder globale, bei der die Positionsfunktion als Ganzes vorgelegt ist und aus
der wir durch Differentiation die Geschwindigkeitsfunktion oder die Beschleunigungsfunktion
gewinnen und das Wirken der Kréfte herleiten konnen. Bei der zweiten, ‘differentiellen’ Be-
schreibung wird durch die Kraftwirkung einzig die momentane, lokale Geschwindigkeitsdnde-
rung bestimmt. Es stellt sich dann die Frage, ob wir zu jeder ‘differentiellen’” Form einer
Bewegungsgleichung eine ‘integrale’ finden kénnen und ob diese Aufgabe eindeutig 1osbar sei.

Betrachten wir ein einfachstes Beispiel, das Trigheitsgesetz: Bewegt sich ein Massenpunkt
kriftefrei, so bewegt er sich geradlinig und gleichformig. Es gibt also im allgemeinen viele
verschiedene Positionsfunktionen, welche zum einen und demselben ‘differentiellen’ Bewe-
gungsgesetz & =0 passen.

Differentialgleichungen gehoren zu den grundsétzlich wichtigen Ausdrucksmitteln bei der
mathematischen Modellbildung. Die Entwicklung des eigentlichen Modells bis hin zum For-
mulieren der Differentialgleichung ist weniger ein mathematisches Problem, als eine Aufgabe,
die Fachkenntnisse der Anwender (Physikerin, Ingenieur, Biologe, Chemikerin, ... ) verlangt.
Die Mathematik wird wesentlich gebraucht zum Untersuchen der Differentialgleichungen mit
dem Ziel, die gewiinschte Information iiber die Losungen zu erhalten. Manchmal lassen sich
Differentialgleichungen mit formal exakten Methoden nicht 16sen. Dann helfen gelegentlich



N#herungsrechnungen, vor allem numerische Simulation weiter. Der Anwender wird schliess-
lich priifen, inwiefern die Eigenschaften und Voraussagen des Modells mit Erfahrungen aus der
Wirklichkeit {ibereinstimmen. Mathematische Modellbildung ist keine innermathematische
Angelegenheit. Die Modelle werden durch experimentell bestimmte Daten an die Wirklichkeit
gekoppelt. Die Verifikation der Modelle verlangt, dass Modellvoraussagen an der Wirklichkeit
gepriift werden. Das erfordert in der Regel weitere Experimente und Messungen.

2 Differentialgleichungen, Beispiele und Losungsmethoden

Wer einen schweren, frei fallenden Korper beobachtet, wird bemerken, dass dessen Geschwin-
digkeit beim Fallen zunimmt. Schon diese Beobachtung korrigiert eine Lehrmeinung des Ari-
stoteles. Er vertrat die Ansicht, dass Korper im freien Fall ihrem natiirlichen Orte zustreben
und sich dabei je nach der Mischung aus den vier Elementen mit einer spezifischen aber
konstanten Geschwindikgeit bewegen. Wer Schneeflocken beim Absinken betrachtet, oder
Regentropfen, wird diese Meinung vielleicht teilen. Allerdings ist sie schon von spéteren Ver-
tretern der aristotelischen Schule, den Peripatetikern, revidiert worden. Deren Modell fiir den
freien Fall behauptete: Fallt ein Korper aus dem Ruhezustand, so ist seine Geschwindigkeit
in jedem Punkt der Bahn proportional zur bisher durchfallenen Wegstrecke.

Diese Aussage lisst sich in die Form einer Differentialgleichung kleiden. Wir wihlen dazu
eine Koordinatenachse, nennen wir sie z-Achse, deren Nullpunkt die Startposition des fallen-
den Korpers angibt und deren positiver Teil vertikal nach unten gerichtet ist. Dann l&sst sich
das Modell der Peripatetiker in Newton’s Notation so beschreiben:

#(t) = a- x(t) mit der Anfangsbedingung (0) = 0 und fiir eine geeignete Konstante c.

Allgemein gilt jede differenzierbare Funktion = : t +— x(t) als Ldosung einer Differential-
gleichung © = f(x,t), falls sie in ihrem Definitionsbereich die ‘Einsetzprobe’ in der Differen-
tialgleichung fiir alle ¢ im Definitionsbereich der Funktion = : t +— z(t) besteht.

Wird zudem fiir ein ¢y im Definitionsbereich von z eine Anfangsbedingung z(tg) := zo
erfiillt, so liegt eine Losung eines Anfangswertproblems vor.

Wir werden im folgenden die Differentialgleichung 4 = o -x mit der allgemeinen An-
fangsbedingung x(0) = zp behandeln und einige Losungsverfahren testen. Beim Modellieren
von Fallbewegungen treten aber auch andere Arten von Differentialgleichungen auf, dank
denen sich die Erfahrungen verbreitern und vertiefen lassen.

Galileo Galilei hat eine Generation vor Newton gelebt. Er hat bemerkt, dass die peri-
patetische Vorstellung iiber den freien Fall nicht mit der Beobachtung zu vereinbaren ist.
Diese Einsicht ergibt sich auch, indem die Differentialgleichung & = a -z gelost wird.
Differentialgleichungen sind ein Schliissel zur neueren Physik.

Jeder der drei folgenden Unterabschnitte handelt von einer Methode zum Lésen von Dif-
ferentialgleichungen.

2.1 Ein einfaches numerisches Verfahren, Eulers Methode

Angenommen, wir kennen die Position x eines Korpers und seine Geschwindigkeit v in einem
Zeitpunkt tg. Dann sind wir in der Lage, fiir einen andern Zeitpunkt ¢; einen Ndherungswert
fiir die Position Z(¢1) anzugeben, sofern nur die Geschwindigkeit zwischen to und ¢; fast kon-
stant bleibt. Unter dieser Bedingung gilt Z(t1) — x(t9) = (t1 — to)v. Die Bedingung ist fiir
stetige Funktionen v umso leichter zu erfiillen, als der Betrag von At = t; —tg klein gehalten
wird.



Auf dieser Einsicht beruht das von Euler verwendete, einfache numerische Verfahren, das die
Differentialgleichung diskretisiert und durch eine Differenzengleichung ersetzt. Im vorliegen-
den Beispiel wihlen wir eine kleine, positive Zahl At und berechnen iterativ

Z(At) = x(0) + At - v(0) = zo(1 + - At)
und mit ¢ := k- At

F(thsr) = B(ty) + At - 8(ty) = 2(t) (1 + a - At).

Aufgaben

1. Die Differentialgleichung & = x ist ndherungsweise mit Eulers Methode zu l6sen je fiir
die beiden Anfangsbedingungen (a) x(0) = 0 und (b) x(0) = 1.
Welches sind die Nidherungswerte fiir (1), wenn die Schrittweite At die Werte
1.0, 0.1, 0.01, 0.001, annimmt? Was fillt auf?

2. Die Differentialgleichung & = x ist mit Eulers Methode algebraisch zu behandeln je
fiir die beiden Anfangsbedingungen (a) xz(0) = 0 und (b) z(0) = 1. Welcher Term
beschreibt die Eulernédherung (1), wenn die Schrittweite At = 1/n gewéhlt wird und
die rekursive Beschreibung in eine direkt berechenbare Formel umgesetzt wird? Welche
Grenzwerte ergeben sich in den beiden Féllen (a) und (b) fiir n — oo?

Anstelle einer Losung fiir diese beiden Aufgaben behandeln wir das allgemeinere Problem
& = a-z und z(0) = x¢ algebraisch. Um Z(t) algebraisch zu berechnen, wéhlen wir At = t/n.
Ferner verwenden wir die Abkiirzung Zj, fiir Z(k - At). Dann wird

T1 =x0+ axg - At = z9(1 4+ - At)

und
Tkt :QNEk—i-Ck-i'k'At:i'k(l—i-Od-At):$0(1+Q-At)k+1

Somit ist Z,, = xo(1 + « - t/n)™ ein Nidherungswert fiir z(¢). Ein Grenziibergang mit n — oo
liefert

lim Z,(t) = xoexp(a - t).
n—oo

Die ‘Einsetzprobe’ zeigt, dass dieser Grenzwert die Differentialgleichung tatséchlich erfiillt.

Wie verhilt sich nun die gefundene Loésung im Vergleich zur Wirklichkeit? Fiir die von
Galileo gestellte Aufgabe mit zg = 0 bewegt sich — geméss der Berechnung — gar nichts!
Falls die Gleichung & = « -z mit 2(0) = 0 nur eine einzige Losung besitzt, ergibt sich
also ein Widerspruch zur Erfahrung. In der einen oder andern Form wurde dies offenbar
auch Galileo klar. Jedenfalls hat er die iiberlieferte Lehrmeinung revidiert zur Aussage: Die
Momentangeschwindigkeit eines frei fallenden Korpers ist stets proportional zur Fallzeit. Diese
Aussage entspricht einer Differentialgleichung wie folgt: Wenn der Korper zur Zeit to aus der
Ruhe fallen gelassen wird, so heisst dies: Es gibt eine Konstante ¢ und fiir alle Zeiten ¢t > tg
gilt die Beziehung  &(t) =g - (t — to)



Aufgaben

3. Essei f:t — f(t) eine auf [a, b] definierte, stetige Funktion. Welche Niherungslosung
liefert das Eulerverfahren fiir die Differentialgleichung F”(t) = f(¢) mit der Anfangsbe-
dingung F'(a) = 0 und der Schrittweite At = (b — a)/n?

Besonderes Beispiel: Welche Losung liefert das Eulerverfahren fiir die Gleichung @ = g-t
mit der Anfangsbedingung z(0) = 07?

4. (a) Die Differentialgleichung # = - /= mit der Anfangsbedingung z(0) = 0 und
einer Konstanten (3 soll niherungsweise mit der Methode von Euler gelost werden.
Welche Funktion liefert das Verfahren als Grenzwert? Erfiillt diese Funktion die
Differentialgleichung?

(b) Ein Korper, der zur Zeit ¢t < 7 auf der Hohe 0 ruht und zur Zeit 7 fallen gelassen
wird, erreicht zur Zeit ¢ > 7 die Koordinate z(t) > 0 mit der Geschwindigkeit
#(t) > 0. Dabei hat sich seine potentielle Energie E,, :=m-g-x(t) in kinetische
Energie E, =% -m - (i(t))? umgewandels.

Nach diesen Uberlegungen lisst sich aus dem Energieerhaltungssatz fiir den freien
Fall eine Differentialgleichung herleiten. Wie lautet sie?

(c¢) Begriinden Sie, warum beim freien Fall ohne Luftwiderstand eine Differentialglei-
chung der Art & = [ -/x mit der Anfangsbedingung x(0) = 0 und einer
Konstanten 5 > 0 erfillt wird?

(d) Fiir jedes reelle 7 wird eine Funktion x, : R — R abschnittsweise definiert:
- furt < 7ist z.(t) :=0
- fiir t > 7ist () = 182 (t —7)%
Untersuchen Sie, ob jede der Funktionen x, die Einsetzprobe in der Differential-
gleichung & = -/ besteht.

(e) Kommentieren Sie die Aussage: Falls in der physikalischen Welt der Determinis-
mus gilt, so hat jede Differentialgleichung aus der Physik bei gegebenen Anfangs-
werten immer genau eine Losung.

2.2 Potenzreihen, Newtons bevorzugte Methode

Newton hat bemerkt, dass es fiir viele (alle?) Funktionen Potenzreihendarstellungen gibt,
die wenigstens in der Nihe eines Punktes konvergieren. Angenommen, die gesuchte Losung
zum Problem & = o - x mit x(0) = x¢ ist als Potenzreihe darstellbar, die in der Ndhe von 0
konvergiert. Dann ldsst sich die Differentialgleichung umschreiben als

o0 o
= annt”_l =a- (Z Tpt").
n=1 n=0

Wenn nun eine Potenzreihe ) ° ja,t™ in der Néhe von 0 konvergiert und eine Funktion
f darstellt, so sind alle Koeffizienten a,, durch die Ableitungen von f an der Stelle 0 geméss
ap = %f(”)(O) eindeutig festgelegt.

Zwei konvergente Potenzreihen ) a,t™ und ) b,t" stellen genau dann dieselbe Funktion
dar, wenn fiir alle n gilt a,, = b,,. Somit sind wir in der Lage, Gleichungen zwischen Potenz-
reihen durch eine unendliche Folge von Gleichungen zwischen ihren Koeffizienten zu ersetzen.
Im vorliegenden Beispiel ergibt sich der Reihe nach

T =a-x9, 209 =Q-T1, .. kTp = o Tp_1.



Dies fiihrt zusammen mit der Anfangsbedingung xo = z(0) auf die Reihendarstellung

o0 n
o n
Tt xg g —t".
n!
n=0

Wir erkennen darin die fiir alle ¢ konvergente Exponentialreihe, z(t) = zgexp(a - t).

Wir finden also dieselbe Losung wieder, die wir mit dem Eulerverfahren entdeckt haben.
Gegeniiber dem Eulerverfahren hat die Potenzreihenmethode den Vorteil, dass in unserem
Beispiel die Eindeutigkeit der Losung bewiesen wurde unter der Annahme, dass die Losung
tiberhaupt eine Potenzreihendarstellung besitzt. Wir wissen, dass diese Annahme nicht fiir
alle Funktionen zutrifft. So hat die Funktion x, : ¢ — z,(¢) von Aufgabe 4(c) keine Potenz-
reihendarstellung an der Stelle t = 7.

Aufgaben

5. Die Funktion f besitze die Potenzreihendarstellung f(t) = > ant™. Losen Sie die
Differentialgleichung F’ = f unter der Anfangsbedingung F(0) = 0 mit der Potenz-
reihenmethode.

Behandeln Sie das besondere Beispiel & = gt mit z(0) = xo mit dieser Methode.

6. Losen Sie die Differentialgleichung & = - +/x mit 2(0) =0 mit der Potenzreihenme-
thode.
Hinweis: Statt die gegebene Gleichung zu verwenden, kénnen die Potenzreihen fiir die
Gleichung (1)? = 82 - * benutzt werden.
Was fillt auf beim Vergleich der Losungen von Aufgabe (6) und Aufgabe (4)?

2.3 Separation der Variablen

Dieses Verfahren ist eine Art Rechentrick, der die Lésung von Differentialgleichungen vom
Typ

auf zwei Teilprobleme verschiebt:

- eine formale Integration, welche die Differentialgleichung in eine analytische Relation
zwischen der Variablen ¢ und der gesuchten Funktion z : ¢t +— z(t) iiberfiihrt.

- eine formale Auflésung der analytischen Beziehung nach der gesuchten Funktion .

Beide Teilaufgaben, die formale Integration und die formale Losung einer nichtlinearen Glei-
chung, sind nur in Ausnahmefillen durch konkrete Berechnungen mit ‘elementaren Funktio-
nen’ ausfithrbar. ‘Separation der Variablen’ war zu einer Zeit wichtig, als die Fahigkeit zu
ausgedehntem numerischem Rechnen nur sehr beschrankt vorhanden war.

Bemerkung: Der Wunsch, ‘geschlossene Losungen’ fiir eine Differentialgleichung zu er-
halten, ist in dieser historischen Perspektive verstédndlich. Leider &ndert das nichts an der
Tatsache, dass solche ‘geschlossenen Losungen’ oft gar nicht oder nur dank vereinfachenden
Annahmen und Kompromissen beim Modellieren erhiltlich sind. Trotz formal exakter mathe-
matischer Methoden sind Diskrepanzen zwischen Modell und Wirklichkeit eher zu erwarten
als vermeidbar.

Angenommen, die zu lésende Differentialgleichung sei von der Art



Ist nun f(z(t)) # 0 fiir alle ¢, so folgt aus dieser Gleichung

b a(r)dr / t
= [ g(r)dr,
/0 f(r)  Jo
falls beide Integrale existieren. Wie eine Variablensubstitution im Integral auf der linken
Seite zeigt, erfiillt die Losung x : ¢ — x(t), die der Anfangsbedingung x(0) = x¢ gehorcht,

die Beziehung 0 " t d
L, i~ oo

Auf der linken Seite dieser Gleichung definiert ein Integral eine Funktion der Art
J:t — J(x(t)), auf der rechten Seite steht eine Integralfunktion I:t¢ — I(t). Gelingt es
nun, die beiden Integrale, durch welche die Funktionen I und J definiert sind, formal zu
bestimmen, so erhalten wir eine explizit mit elementaren Funktionen dargestellte Gleichung
der Art J(z) = I(t). Falls diese Gleichung nach x aufgeldst werden kann, liegt eine explizite
Darstellung der Funktion = : ¢t — x(t) vor, und unser Ziel ist erreicht.

Betrachten wir das Beispiel £ = «a - z mit 2(0) = xg: Dann liefert die ‘Separation der

Variablen’ die Gleichung
t t
/ Tar = / - dr
o 0

In(lz(t)]) = n(|zo|) = a -t

oder ausintegriert:

und nach x(t) gelost: z(t) = xgexp(a - t). Der Fall zp = 0 muss speziell behandelt werden
(siehe Aufgabe 9).

Aufgaben

7. Es sei v eine auf [a, b] definierte, stetige Funktion. Versuchen Sie, die Gleichung 4 = v(t)
mit Separation der Variablen zu losen.
Was liefert das Verfahren im Fall 2 =g -¢7?

8. Essei = f-+x, z(0) = zp und J eine Konstante. Welche Losung liefert ‘Separation
der Variablen’ in diesem Beispiel?
Ist es zuléissig, in der Losung zg = 0 einzusetzen?
Welche Aussage macht das Verfahren fiir zp = 07

9. Ein Eindeutigkeitsbeweis fiir die Aufgabe & = « -z mit z(0) = zo.
Fiir jede differenzierbare Funktion y definieren wir die Funktion ) mit demselben Defi-
nitionsbereich wie y geméss Q(t) = y(t) exp(—a-t). Dann ist @ gleich oft differenzierbar
wie die Funktion y.
Begriinden Sie: ‘Genau dann, wenn y die Differentialgleichung & = « - 2 16st, ist Q die
Nullfunktion.’
Mit welcher Uberlegung folgt nun die Eindeutigkeit der Losung?



3 Differentialgleichungen und Modelle fiir Fallbewegungen

Galileos verbessertes Fallgesetz war ein Erfolg, eine Idealisierung zwar, die aber fiir schwere
Korper und kleinere Fallstrecken gut zu gebrauchen war. Wir werden in diesem Abschnitt
das einfache Modell Galileis fiir die Fallbewegung weiterentwickeln. Bewegt sich ein Koérper
in der Luft, im Wasser oder einem beliebigen Medium, so wirken Erdanziehung, Auftrieb
und eine geschwindigkeitsabhingige Widerstandskraft und bestimmen die Bewegung. Als
Beispiele denken wir etwa an die Bewegung eines Fallschirms oder eines Ballons oder die
Bewegung eines Fasses, das im Meer versenkt wird.

Wir betrachten einen Korper, etwa eine Kugel, der in einem ruhenden, Medium fllt. Die
Erdanziehung G, die Dichte des Mediums und damit auch die Auftriebskraft A sollen von
der Ortskoordinate x unabhéngig sein. Wir wahlen wieder eine x-Achse, die zum Erdmittel-
punkt zeigt. Die Widerstands- oder Reibungskraft, die der Koérper bei der Geschwindigkeit v
erfahrt, soll mit R(v) bezeichnet werden. Auf das interessante, aber heikle Problem der Mo-
dellierung der Funktion R treten wir nicht ein. Wir halten uns an zwei Musterfélle: laminare
beziehungsweise turbulente Strémung.

e Fiir die Bewegung einer Kugel in einer ‘zéhen’ Fliissigkeit (laminare Stromung) hat
Stokes ein Widerstandsgesetz der Form R(v) = K - v angegeben. In der Konstanten
K7 < 0 gehen die Materialeigenschaften des Mediums und die Geometrie des Koérpers
ein.

e Newton hat ein Gesetz fiir den Widerstand in einer turbulenten Stromung postuliert.
Es lautet: R(v) = Ko -v? . Wiederum ist Ky < 0 eine Konstante, welche die Geometrie
des Korpers und Eigenschaften des Mediums zusammenfasst. Die Erfahrung zeigt, dass
dieses Gesetz Newtons mit guter Naherung verwendet werden kann, falls die Geschwin-
digkeit des Korpes gegeniiber dem Medium sich deutlich von der Schallgeschwindigkeit
[d.h. Mach 1] unterscheidet, (z.B. |v| < 0.8 Mach).

Beispiele: Fiir ein Nebeltropfchen ist Luft ein ‘zdhes’” Medium, fiir ein Hagelkorn ist sie es
nicht. Welches der beiden Gesetze zur Anwendung kommt, entscheidet man in der Praxis
durch Experimente oder anhand der Grosse der sogenannten Reynoldszahl. Diese héngt ab
von der Grosse der betrachteten Korper und vom Medium.

Die Bewegungsgleichung fiir den Kérper mit der Masse m ergibt sich aus dem Kraftgesetz

mo = A+ G+ R(v).

Da die z-Achse zum Erdmittelpunkt zeigt, ist die Gewichtskraft G := g -m > 0 und die
Auftriebskraft A < 0. Die beiden Krafte A und G sollen als Konstante betrachtet werden.
Daher fassen wir deren Wirkung zusammen zu C' := A+G . Mit den Abkiirzungen ¢ := C'/m

und k; := K;/m erhalten wir die Bewegungsgleichungen
v = c+ki-v, wenn das Gesetz von Stokes angenommen wird.
v = c+ky-v?, wenn Newtons v>-Gesetz giiltig ist.

Wir gehen davon aus, dass die Werte der Konstanten c, k1, ko berechnet oder experimentell
bestimmt werden kénnen.



3.1

Die Modellgleichung v=c+k; -v mitc>0,k; <0

Aufgaben

10.

11.

12.

Benutzen Sie ein Programm (allenfalls ein selbst geschriebenes), welches das Anfangs-
wertproblem
v=c+ki-v mitov0)=muv

naherungsweise mit Hilfe des Eulerverfahrens bestimmt. Die Konstanten ¢, k1, die
Schrittweite h und vg sollen wéahlbar sein. Als Ausgabe wird der Graph der Né&he-
rungslosung 0 : t — 0(t) gewiinscht. Experimentieren Sie mit verschiedenen Startwer-
ten und verschiedenen Schrittweiten und notieren Sie ihre diesbeziiglichen Beobachtun-
gen.

Bestimmen Sie eine Ndherungslosung fiir die Gleichung © = ¢+ k1 -v unter der Anfangs-
bedingung v(0) = 0 mit einem Potenzreihenansatz. Dabei soll es geniigen, die ersten
vier Koeffizienten der Potenzreihe zu bestimmen. Was ist am Ergebnis bemerkenswert?

Es sei vg = 0, k1 < 0, ¢ > 0. Dann machen sorgfiltig interpretierte Versuche mit dem
in Aufgabe 10 benutzten Programm oder physikalische Intuition plausibel, dass die
Funktion v monoton wéchst, bis sich zwischen Erdanziehung und Widerstandskarft ein
Gleichgewicht einstellt. Die Gleichgewichtsgeschwindigkeit v, ist also charakterisiert
durch 000 = ¢+ k1 - V0o = 0 also voo = —c/k;.

(a) Zeigen Sie, dass die Konstante vy, eine Losung der Modellgleichung ist.

(b) Welches ist die Gleichgewichtsgeschwindigkeit fiir ein Nebeltrépfchen von 10~°m

Radius in ruhender Luft von 20° [C]? Wie hingt diese Gleichgewichtsgeschwindig-
keit allgemein vom Radius des Tropfchens ab?
Hinweis: Nach dem Gesetz von Stokes ist die Widerstandskraft fiir eine Kugel
R(v) = —6mnrv, wobei n = 1.82-107° [Nsm™2] die Viskositiit der Luft bei 20°
[C] bezeichnet, die Dichte von Wasser ist 1000 [kgm™3], die Erdbeschleunigung
g=9.81 [ms™2].

(¢c) Angenommen, es sei ¢ + k; - v # 0 fiir alle ¢ , dann lésst sich ‘Separation der
Variablen’ auf die Gleichung v = ¢ + k1 - v anwenden. Losen Sie die Differential-
gleichung mit dieser Methode und untersuchen Sie die Abhéngigkeit der Losungen
von der Grosse von vg im Vergleich zu vo,. Bestimmen Sie auch die zugehorigen
Positionsfunktionen.

(d) Eine Methode zur Beseitigung von giftigen Abfiillen besteht darin, die Giftstoffe
zu verbrennen und allfillige Riickstdnde mit Zement in Féssern zu vergiessen.
Diese Fisser werden anschliessend im Meer versenkt. Wir interessieren uns fiir die
Aufprallgeschwindigkeit eines solchen Fasses auf dem Meeresgrund.

Daten: Fassvolumen 0.25 [m3], Dichte des Fassinhaltes 2000 [kgm ™3]

Dichte des Seewassers 1050 [kgm ™3]

Widerstandsfunktion R(v) = k1 - v, mit —7.5 > Ky := m-k; > —10 [Nsm™!],
einem experimentell bestimmten Wert.

- Welche Grenzgeschwindigkeiten stellen sich in den Extremfillen ein?

- Stellen Sie eine Tabelle her fiir die Sinkgeschwindigkeiten des Fasses in
10, 100, 200, 500, 1000 [m] Tiefe bei einem mittleren Wert fiir K.

- Welche Kritik verdient diese Modellrechnung?



3.2

Die Modellgleichung v = c¢ + k3 - vZ mit ¢ > 0,k, < 0

Aufgaben

13.

14.

15.

Benutzen oder erstellen Sie ein Programm, welches das Anfangswertproblem
O =cH+ ko -v* mit v(0) = vy

naherungsweise mit Hilfe des Eulerverfahrens bestimmt und die Néherungslésung gra-
phisch darstellt.

Experimentieren Sie mit verschiedenen Startwerten und verschiedenen Schrittweiten
und notieren Sie ihre diesbeziiglichen Beobachtungen. Von besonderem Interesse sind
hier auch Experimente mit relativ grossen Schrittweiten, bei denen die Diskretisierungs-
fehler offensichtlich werden. Das diskretisierte Modell bietet Gelegenheit, chaotisches
Verhalten eines Modellsystems zu entdecken.

Fiir die N#&herungslosungen der Differentialgleichung muss die Schrittweite h > 0 so
klein gewihlt werden, dass sich die Diskretisierung nicht merklich auswirkt, aber so
gross, dass sich die Rundungsfehler aus den vielen einzelnen Eulerschritten nicht anh&u-
fen. Suchen Sie experimentell eine ‘optimale’ Schrittweite h.

Losen Sie die Gleichung © = ¢+ ko -v? unter der Anfangsbedingung v(0) = 0 niherungs-
weise mit einem Potenzreihenansatz, wobei nur die ersten vier Koeffizienten exakt zu
bestimmen sind. Welche Verbesserungen zum Gesetz von Galilei ergibt sich aus dem
so ermittelten Anfangsstiick der Potenzreihendarstellung, falls |ka| < |c| ist? Was ist
bemerkenswert am Ergebnis?

Es sei vg = 0, ko < 0, ¢ > 0. Dann machen Versuche mit dem in Aufgabe 13 benutzten
Programm oder physikalische Intuition plausibel, dass die Funktion v monoton wachst,
bis sich zwischen Erdanziehung und Widerstandskraft ein Gleichgewicht einstellt. Die
Gleichgewichtsgeschwindigkeit vo ist also charakterisiert durch 9o = ¢ + ko - v2, = 0

also v = v/ —c/ka.

(a) Zeigen Sie, dass die Konstante vy, eine Losung der Modellgleichung ist.

(b) Welches ist die Gleichgewichtsgeschwindigkeit fiir ein Hagelkorn von 10~2 [m] Ra-

dius in ruhender Luft von 1.2 [kgm~3] Dichte? Wie hingt diese Gleichgewichtsge-
schwindigkeit allgemein vom Radius des Hagelkorns ab?
Hinweis: Nach Newtons Widerstandsgesetz gilt allgemein fiir die Widerstandskraft
R(v) = —3cupS-v?, wobei S die Querschnittsfléiche des fallenden Kérpers bezeich-
net, der sogenannte Widerstandsbeiwert c,, eine Konstante ist, welche durch die
Geometrie des fallenden Korpers bestimmt wird und p die Dichte des Mediums
bezeichnet. Fiir ein kugelférmiges Hagelkorn vom Radius r wird ¢,, = 0.47 und
S = 7r? . Die Dichte von Eis ist mit 1000 [kg m~3] hinreichend genau angegeben.
Die Erdbeschleunigung misst g = 9.81 [ms™2].

(c) Losen Sie die Modellgleichung unter der Anfangsbedingung v(0) = vy unter der
Annahme, dass ¢ + ko - v? # 0 gilt mit ‘Separation der Variablen’ und diskutieren
Sie die Losungen fiir verschiedene Startwerte vy im Vergleich zu ve.

(d) Wir betrachten einen Fallschirm, der die Form einer nach unten gedffneten Halb-
kugel (mit einer kleinen Offnung beim Pol) besitzt und rechnen mit ¢, = 1.2.
Wie gross muss der Durchmesser dieser Halbkugel sein, damit der Fallschirm einer
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Masse von 100 [kg] in Luft der Dichte p = 1.2 [kgm 3] die Grenzgeschwindigkeit
von 5 [ms™!] verleiht?

Welche Aufprallgeschwindigkeit erfihrt jemand, der aus 1 [m] Hohe auf den Fuss-
boden springt?

(e) Grenzgeschwindigkeit bei variabler Dichte.
Ein Korper der Masse m, der aus grosserer Hohe abstiirzt, erreicht die Grenzge-
schwindigkeit praktisch bereits nach kurzer Fallzeit. Allerdings ist nun die Luft-
dichte nicht konstant. Wir erhalten mit ko = —ﬁcpr die dichte- und somit
hohenabhéngige Ndaherungsformel fiir die Grenzgeschwindigkeit

c 2me
N R b )
Y ko CwpS P

Dabei bezeichnet die Proportionalitéitskonstante V' die Grenzgeschwindigkeit [m/s]
in Luft der Dichte 1kg-m™3.

Bleiben wir bei unserer Konvention iiber die Wahl der z-Achse, so gilt fiir die
Dichte p in einer Modellatmosphére mit konstanter Temperatur 7' = 0° [C] die
Differentialgleichung

p(z) =1.25-10"1p(2)

unter der Anfangsbedingung p(0) = 1.25 [kg - m~3] auf Meereshohe.

In der meteorologischen Forschung werden Radiosonden mittels Ballonen in grosse
Hohen getragen. Wihrend des Aufstiegs werden Messdaten zur Erde tibertragen.
Eine Bodenstation bestimmt die Position der Sonde. Nach dem Platzen des Ballons
stiirzt die Sonde zur Erde. Frither wurde der Fall der Sonde durch einen Fallschirm
gebremst. Seit einigen Jahren sind so leichte Sonden im Einsatz, dass man sich
iiberlegt, ob der Fallschirm noch nétig sei. Bei Experimenten wurden frei fallende
Sonden mit Radargeréten verfolgt, allerdings konnte die Fallgeschwindigkeit wegen
des Horizontes nur in grosserer Hohe gemessen werden. In 10 [km] Hohe (d.h. x =
—10* ) wurde eine Grenzgeschwindigkeit von 20 [m/s] bestimmt. Welche Funktion
beschreibt die Grenzgeschwindigkeit der abstiirzenden Sonde als Funktion der z-
Koordinate? Mit welcher Grenzgeschwindigkeit wird die Sonde auf Meereshéhe
eintreffen? Welche Energie wird beim Aufprall am Boden freigesetzt, falls die Sonde
eine Masse von 0.2 [kg] aufweist? Wie viel Energie wurde beim Absturz aus 16 [km)]
Hohe in Wérme umgewandelt?

3.3 Im freien Fall durch die Schallmauer

Am 14.10.2012 hat der Fallschirmspringer Felix Baumgartner als erster Mensch im freien Fall
die Schallmauer durchbrochen und weitere Rekorde aufgestellt. Die Zeitschrift Der Spiegel
(2012) veroffentlichte ein Minutenprotokoll zum Experiment. Im Internet lassen sich wei-
tere Dokumente (Texte, Bilder, Videos) zu diesem Ereignis finden. Der Hauptsponsor hat
folgenden Text abgegeben.

Aus 39’000 Meter ist er abgesprungen, mit 1°342,8 km/h (Mach 1,24) ist er zuriick zur
Erde gerast, zumindest drei Weltrekorde hat er aufgestellt: Felix Baumgartner hat mit seinem
Rekordsprung vom Rande des Weltalls die Mission Red Bull Stratos erfolgreich abgeschlossen.
Der Salzburger Extremsportler landete kurz nach 21:00 Uhr (MESZ) sicher in der Wiiste von
New Mexiko. Zuvor versetzte der 43jihrige ein weltweites Millionenpublikum in Staunen: In
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39°045 Metern Hohe verliess Baumgartner seine Kapsel, erreichte nach wenigen Sekunden
1’342,8 km/h und durchbrach somit als erster Mensch im freien Fall die Schallmauer. Nach
4 Minuten und 20 Sekunden zog Baumgartner die Reissleine und landete sicher wenige Ki-
lometer ausserhalb der Missionsbasis in Rosswell. Mit der erfolgreich beendeten Mission Red
Bull Stratos stellte der Extremsportler mindestens drei neue Weltrekorde auf:

1. Den héchsten Absprung (39°045 Meter)
Die Héchstgeschwindigkeit wihrend eines Freifalls (1°342,8 km/h, Mach 1,24)

Den héchsten bemannten Ballon-Flug (39°045 Meter)

e e

Der Rekord fiir den ldngsten freien Fall geht laut offizieller Stellen ebenfalls an Baum-
gartner, da der bisherige Rekordhalter Joe Kittinger (Freund und Mentor von Felix
Baumgartner Anm.) bei seinem 4 Minuten und 36 Sekunden langen Sprung einen
Stabilisierungs-Fallschirm verwendete.

Baumgartner zeichnete seinen Sprung mit einer Helmkamera auf. Das Video ist zugdnglich
unter hitp://www.spiegel.de/wissenschaft /weltall /feliz-baumgartner-
startet-sprung-aus-der-stratosphaere-a-861172.html, (3.1.2013).

Felix Baumgartner iber seinen Rekordspung: Wenn man am Rande des Weltalls steht,
merkt man erst, wie klein man ist. Ich bin einfach heilfroh, lebend zuriick bei meiner Familie
und meinen Freunden zu sein.

Aufgaben zu Baumgartners Rekordsprung

16. Angenommen, eine Testmasse m > 0 befindet sich in 39 km Hohe und beginnt im

Vakuum zur Zeit ¢ := 0 aus der Ruhe alleine unter der Erdanziehung zu fallen. Die
Masse beschleunigt und erreicht zur Zeit t; die Maximalgeschwindigkeit Baumgartners
vB.

[Hinweis: Vereinfachend kann die Erdbeschleunigung im Bereich der Fallbewegung als
Konstante g = 9.75m - s~2 angenommen werden.]

(a) Wie gross ist t; und auf welcher Hohe h(t;) befindet sich die Testmasse?

(b) Baumgartner erreichte die Maximalgeschwindigkeit vp in der Atmosphire auf einer
Hohe hp zur Zeit tpg.
Skizzieren Sie die Geschwindigkeitsfunktion der Testmasse im Vakuum und je-
ne Baumgartners im gleichen (¢|v)-Diagramm schematisch und qualitativ richtig.
Begiinden Sie die beiden folgenden Ungleichungen: Es gilt  h(¢t;) > hp und
t1 <tp

17. Angenommen, bei der Vorbereitung zu Felix Baumgartners Rekordsprung sollte der freie
Fall rechnerisch simuliert werden. Warum ist eine Simulation schon vor dem Experiment
sinnvoll oder gar notwendig? Warum koénnte die Simulation als numerische Losung einer
Differentialgleichung formuliert werden? Welche Vereinfachungen gegeniiber der Wirk-
lichkeit sind allenfalls notwendig, welche Daten fehlen? Welche Folgerungen ergeben
sich aus der Erwartung vg > Mach 1 fiir die Simulation?

18. Die Positionsdaten und die Momentangeschwindigkeit Baumgartners wurden beim Re-
kordsprung mit GPS bestimmt und aufgezeichnet. Ob die GPS-Daten je 6ffentlich wer-
den, ist fraglich.
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19.

Wie lassen sich aus den Sekundenwerten Z(¢) und 9(¢) fiir Position und Geschwindigkeit
im Raum die auf den Springer wirkenden Kréfte zu den Zeiten ¢ (in Sekundenintervallen)
angendhert ermitteln?

Welche Tatsachen kénnen die GPS-Daten tiber Baumgartners Sprung zeigen, die einer
eindimensionalen Simulation des Sprunges verschlossen bleiben? Warum sind diese Er-
kenntnisse nicht beliebig auf andere Spriinge aus extremer Hohe iibertraghar? Inwiefern
erginzen sich das virtuelle Experiment [Simulationsrechnung mit dem Massenpunktmo-
dell] und das Realexperiment in diesem Beispiel?
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