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1 Arbeitsanleitung

Das Thema ,Grenzwerte und Grenzwertsétze” soll in Form eines Leitprogramms
behandelt werden. Das bedeutetet, dass Sie sich den zu behandelnden Stoff anhand
dieses Skripts selbst erarbeiten sollen. Alle wesentlichen Informationen sind hier
enthalten. Das Leitprogramm fihrt Sie durch den zu lernenden Stoff.

Es handelt sich um ein Arbeitsmittel flir das erstmalige Lernen; ungeeignet ist dieses
Skript dagegen fur die Vorbereitung von Schulaufgaben u. a. Deshalb sollten Sie in
Ihrem Schulheft die Ihnen wichtig erscheinenden Zusammenhénge eintragen. Dabei
soll es sich um eine Zusammenfassung handeln. Sie sollen diese so schreiben, dass
Sie beim erneuten Wiederholen den relevanten Stoff pragnant und verstandlich
dargestellt finden: sie soll nicht zu umfangreich sein, sich aber auch nicht auf eine
reine Formelsammlung beschranken. Sie kénnen das Uberprifen, indem Sie testen,
ob die eingestreuten Aufgaben mit der Zusammenfassung losbar sind.

Im Wesentlichen sollten Sie selbstdndig arbeiten. Wenn Sie auf Schwierigkeiten
stol3en, versuchen Sie zunachst, selbst damit klar zu kommen. Vielleicht kénnen
Ihnen ja auch lhre Nachbarn weiterhelfen, falls Not am Mann oder an der Frau ist. Nur
wenn Sie wirklich nicht mehr weiterwissen, sollten Sie sich an lhren Lehrer wenden.

Jedes Kapitel folgt dem gleichen Aufbau: In Form einer kurzen Ubersicht und einer
Auflistung der wichtigsten Lernziele sollen sie einen ersten Uberblick gewinnen. Im
nachfolgenden Text werden diese Inhalte ausfuhrlich und (hoffentlich!) versténdlich
dargestellt. Lesen Sie sich diesen Text in aller Ruhe durch und bearbeiten Sie die
jeweiligen Aufgaben im Kapitel. Dadurch kénnen Sie selbst Uberprifen, ob Sie den
dargestellten Stoff verstanden und die gesteckten Lernziele erreicht haben. Damit Sie
wissen, ob Sie richtig liegen, finden Sie ganz am Ende des Kapitels die Lésungen der
Aufgaben.

Wenn Sie nun fertig sind mit einem Kapitel, legen Sie bei Ihrem Lehrer einen
Kapiteltest ab. Dabei geht es primar darum, zu testen, ob Sie fit genug sind, um zum
nachsten Kapitel tiberzugehen.

Bevor Sie nun an die Lektire des ersten Kapitels gehen, soll lhnen noch die
Bedeutung der Symbole erklart werden, die den Text begleiten:



Information / Uberblick
Hier bekommen Sie eine erste Information tber das Thema des Kapitels
zusammen mit den wichtigsten Lernzielen.

Hinweis
Dieses Symbol hebt Definitionen und wichtige Ergebnisse hervor.

7’3’ Aufgabe

LOsung
Hier kbnnen Sie die erworbenen Fahigkeiten selbstandig tUberprufen.

3

Kapiteltest

An dieser Stelle kénnen Sie sich bei ihrer Lehrkraft den Kapiteltest
ablegen.

So, nun geht’s aber richtig los! Wir sehen uns erst beim Kapiteltest. Viel Erfolg!

Klaus Reinold



2 Folgen

2.1 Einfahrung

[i]

'?:,ef

In diesem Kapitel lernen Sie eine andere Art von Funktionen kennen: Im
Gegensatz zu den bisher betrachteten Funktionen sind diese nur auf
natdtrlichen Zahlen definiert. Diese Funktionen stellen eine wichtige
Grundlage der modernen Analysis dar und sind in ihrer praktischen
Bedeutung mehr als nur eine ,schdne Spielerei“.

Die Lernziele:

1. Sie lernen den Begriff der Folge als Funktion mit einer
naturlichzahligen Variablen kennen.

2. Sie machen die Bekanntschaft einer bekannten Folge und
untersuchen ihre praktische Anwendung.

3. Sie entdecken den Begriff der rekursiven Folge, bei der man ein
Folgenglied aus dem jeweiligen ,Vorganger” errechnet.

Aufgabe 1

In ,Intelligenztests® fir Bewerbungen und Ahnliches tauchen héaufig
Aufgaben auf, bei denen einige Zahlen gegeben sind und man daraus
die nachfolgenden herausfinden muss:

Finden Sie jeweils den Nachfolger der letzten Zahl!

a. 1;-1;1;-1;1;-1;1; -1....

b. 1,3;5;7;9; ...

c. 1;4;9;16; 25; ...

d. Y%; 2/3; ¥4, 4/5; 5/6; ...

e. Y2 % 7/8; 15/16; ...

(Die Losungen finden Sie wie immer am Ende des Kapitels)

Diese Zahlenkolonnen kann man nun auch als eine Funktion auf nattrlichen Zahlen
begreifen, indem man die Stelle, an der eine Zahl genannt ist, als Argument der
Funktion interpretiert:

Beispiel:

Gegeben seien die Zahlen 1, 4, 9, 16, 25, ...
Uber die Platzziffer kann man nun eine Funktion definieren:

151
24
3—-9
4 — 16

n — n?



Allgemein erhalt man auf diese Weise eine Funktion
a:n—-n?

die auf den natirlichen Zahlen definiert ist. Eine solche Funktion nennt man eine
Folge. Zusammengefasst:

Definition:
% Eine Funktion a: n — a (n) mit der Definitionsmenge IN heil3t Folge.
Kurz schreibt man fur diese Folge auch oft (an)nein Oder (an).

Schreibweise:

Statt a (n) schreibt man auch kurz a.,.
a(l) = a; (1. Folgeglied)

a(2) = a; (2. Folgeglied)

a(n) = a, (n-tes Folgeglied)

Nach Mdglichkeit bemiiht man sich, das allgemeine Bildungsgesetz zu erkennen. So
kann man unter Umstanden eine allgemeine Formel fur das allgemeine n-te
Formelglied a, angeben und mit Hilfe dieser Formel beliebige Folgenglieder
errechnen.

Beispiel:

Gegeben seien die ersten vier Glieder einer Folge: Y%; 4/3; 9/4; 16/5. Man erkennt,
dass im Z&ahler des n-ten Folgengliedes die Zahl n2 steht; im Nenner findet man immer
n+1. Das allgemeine Glied lautet somit

an = nZn+1.

Jetzt kann man ein beliebiges Folgenglied sehr leicht berechnen, z.B. ajgo:
a100 =100%/(100+1) =10000/101

Aufgabe 2
?j}, a. Geben Sie zu den Folgen aus Aufgabe 1 b. und e. das allgemeine
Folgenglied a, an! Berechnen Sie dann jeweils ajp.
b. Berechne das zehnte Glied der Folge (an)nein mit
an = sin (n n/4).
c. Berechne das vierte Glied der Folge (an)nein mit
an= (1+(1/n))".



2.2 Rekursiv definierte Folgen

In vielen Anwendungen ist es Ublich, Folgen nicht durch das allgemeine Glied
an, sondern durch eine sogenannte Rekursionsformel festzulegen. Das

% bedeutet, dass man nur das erste Glied und dariber hinaus eine
Rechenvorschrift angibt, aus der man das zweite und jeweils das alle
nachfolgende Glied ermitteln kann.

Beispiel:

Gegeben sind das Anfangsglied und die rekursive Vorschrift:
a;=-18;ans1=an+5

Nacheinander kann man daraus alle anderen Folgenglieder ermitteln:
a;=-18

a,=a;+5 =-18+5=-13

az=a,+5=-13+5=-8

as=az+5=-3

Man erkennt, dass man auch hier wieder eine allgemeine Formel fur das n-te Glied
angeben kann:
an = -18+5(n-1)

Aufgabe 3
?},}, Ein bekanntes Beispiel fur eine rekursiv definierte Folge ist die
sogenannte geometrische Folge. Allgemein ist sie gegeben durch:

- a;=a; ap+1=an-q. Dabei sind a und q konstant.
Berechnen Sie damit zunachst die ersten vier Folgenglieder und ermitteln
sie daraus eine direkte, nichtrekursive Formel fir a,!
Beispiel:

Eine  konkrete  Anwendung der  geometrischen Reihe  stellt das
Bevolkerungswachstum dar. Derzeit betrdgt die Bevolkerung in Deutschland 83
Millionen. Der jahrliche Zuwachs betragt 2,3 %.

Fragestellung:
Nach wie vielen Jahren hat sich die Bevolkerung verdoppelt?

LOsung:
a;=a=28310°

Nach einem Jahr leben 2,3 % mehr Menschen in Deutschland, also ergeben sich die
nachfolgenden Bevdlkerungszahlen wie folgt:

nach einem Jahr. a, =a-(1+0,023)=1,023 - a

nach zwei Jahren: az =a»1,023 =1,0232-a

nach n Jahren:  a,1=a,-1,023 =1,023"-a

Vergleicht man diese Folge mit der in Aufgabe 3 definierten Folge, so erkennt man,
dass es sich um einen Spezialfall der geometrischen Folge handelt mit

-7-



a= 83-10°
g=1,023

Nun kann man daran gehen, zu berechnen, nach wie vielen Jahren sich die
Bevolkerung verdoppelt hat (unter der Annahme, dass das Wachstum gleich bleibt).

Dann gilt:

an+1=2a1

= ar- 1,023n= 2a;

Nun kann man a; klrzen:

1,023"=2

Um n hier auszurechnen, benétigt man die aus der zehnten Jahrgangsstufe bekannte
Logarithmusfunktion die man auf die beiden Seiten der Gleichung ,loslasst":

|Oglol,023n = |09102

Ein Gesetz des Logarithmus besagt, dass man den Exponenten ,nhach vorne ziehen*
kann (vgl. Formelsammlung S. 16, B. Rechengesetze).

= nlogip 1,023 =logio 2

Nun kann man einfach nach n auflésen und die rechte Seite mit dem Taschenrechner

berechnen:
n= M =305
log,, 1023

Nach 30,5 Jahren verdoppelt sich somit die Bevolkerung.

'?:,ef

Aufgabe 4

Nun versuchen Sie es einmal selbst: Beim radioaktiven Zerfall von
238yran entsteht unter anderem das Isotop 2**Thorium, das selbst wieder
weiter zerfallt. Betrachten wir nun eine gewisse Menge des
Thoriumisotops. Man kann nachmessen, dass nach einem Tag nur noch
97,2% der urspriinglichen Menge an Thorium vorhanden ist. Berechnen
Sie daraus, wie lange es dauert, bis nur noch die Halfte der
ursprunglichen Menge vorhanden ist!

Jetzt sind Sie sicher gut vorbereitet fur den ersten Kapiteltest! Fiihren Sie
ihn bei Ihrem Lehrer durch!



2.3 Lo6sungen zu den Aufgaben des Kapitels

o

Losung zu Aufgabe 1
a. 1

b. 11

36

6/7

31/32

® Qo

L6ésung zu Aufgabe 2
a. zu lb: a,=2n-1 a;p=2-10-1=19
zu le: a,= (2"-1)/(2"); aio= (2'°-1)/(21°)=1023/1024

b. ajo =sin (10 n/4)= sin (5/2 m)=1 (beachte: Bogenmal!).
c. as = (1+(1/4))*=(5/4)"=(625/256).

L6sung zu Aufgabe 3
ai=a,; an+1—an-q.

a=a,

a2:al'q:aq;
az=ax-q=ag?
as=az-q=ag?

Aus diesen ersten Gliedern und der obigen Formel erkennt man
n-1
an=aq .

L6sung zu Aufgabe 4
Berechnen Sie daraus, nach welcher Zeit nur noch die Halfte der Menge existiert!

Am Anfang sind 100 % des Thoriums vorhanden:
a; = a =1 (gesamte Menge an Thorium)

Nach einem Tag sind nur noch 97,2 % ubrig:
q=0,972

nach einem Tag: a,=a-0,972
nach zwei Tagen: az= a,-0,972 = a-0,9722

nach n Tagen:  an+=a,0,972=a- 1,023"

Nun kann man daran gehen, zu berechnen, nach wie vielen Tagen sich die Menge an
Thorium halbiert hat. Dann gilt:

an+1= Y2 a1
= a; 0,972"=% a;



Nun kann man a; kiirzen (sowieso gleich 1):

0,972" =%
Durch Anwendung der Logarithmusfunktion ergibt sich: ‘
|Og;|_00,972n = |Og;|_0]/2 -

Man zieht nun den Logarithmus wieder nach vorne:
=N |Og]_0 0,972 = |Oglo )

Nun kann man einfach nach n auflésen und die rechte Seite mit dem Taschenrechner
berechnen:

log
n= L% =244
log,, 0,972
Nach 24,4 Tagen halbiert sich also die vorhandene Menge an ***Thorium.
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3 Grenzwerte von Folgen

Fur diese Funktionen werden wir dann untersuchen, was passiert, wenn man
sehr grofRe, ,unendlich grol3e”, Werte einsetzt. Wir sehen uns also das
Verhalten ,am Rand", an der ,Grenze" des Definitionsbereiches genauer an.

Es geht also darum, den Begriff des ,Grenzwertes” fur Folgen prazise zu
erfassen. Implizit wurde dieser Begriff bereits bei vielen anschaulichen
Problemstellungen in friiheren Jahrgangsstufen verwendet:

e Bei der Einfuhrung der irrationalen Zahlen in der 9. Klasse wurden Folgen
von Intervallen gesucht, deren Lange immer kleiner werden sollte und die
dadurch eine Zahl wie .2 beliebig genau naherten. Die Lange wurde
namlich dabei fir n — < (sprich: n gegen unendlich) beliebig klein, hatte also
den ,Grenzwert 0“. Dadurch zog sich die Schachtelung auf einen ,innersten
Punkt“ zusammen, den es grundsatzlich — definitionsgemald — immer geben
sollte (sog. Cantorsches Vollstandigkeitsaxiom). Dadurch waren die reellen
Zahlen geschaffen, die die Zahlengerade liickenlos fullten.

e |In der 10. Klasse wurde bei der Suche nach dem Kreisumfang durch ein
umgebendes und ein eingeschlossenes n-Eck angenahert. Flr n — - wurde
dann der Grenzwert des Rechtecksumfangs gefunden und als Umfang des
Kreises identifiziert.

Naherung fir n=4

Prinzipiell wurde also schon friiher mit Grenzwerten gearbeitet, was jetzt
kommt, ist also nichts Neues! Warum es dann tUberhaupt behandelt werden
muss? Die Mathematik ist aufgebaut aus exakten Definitionen und daraus
abgeleiteten Schlussfolgerungen. Wenn an der Basis, an den Definitionen
~gepfuscht” wird, stoRt man haufig bei Schlussfolgerungen auf Probleme;
auBerdem wiuirde eine nicht exakte Definition von verschiedenen Leuten
verschieden aufgefasst werden. Man misste dann erst dartiber streiten, wie
dieses oder jenes denn aufzufassen sei!

Die konkreten Lernziele:
1. Sie beherrschen den Begriff des Grenzwertes.

2. Sie untersuchen Folgen darauf, ob sie einen Grenzwert besitzen und
berechnen ihn gegebenenfalls.

-11 -



Hier also nun die exakte Festlegung des Begriffs ,Grenzwert‘. Wie sie zu
interpretieren ist, wird danach noch ausfuhrlich erlautert.

Definition:

% Eine Zahl a heil3t Grenzwert (oder: Limes) einer Folge (a,), falls sich die
Folgenglieder ab einem gewissen n an den Grenzwert beliebig genau

annahern. Man schreibt dann:

a=lima,

(sprich: a ist der Grenzwert von a, flr n gegen unendlich; auch: a, konvergiert
gegen den Grenzwert a (lat.: convergere, zusammenstreben))

In dieser Definition steckt jetzt eine ganze Menge drin, was man beim ersten Lesen
meist gar nicht so genau wahrnimmt:

.Eine Zahl a ...":

Das bedeutet, dass es hdchstens eine Zahl geben darf, der sich die Folge annahert.
Betrachtet man zum Beispiel die Folge

(-1, 1;-1; 15 ..),

so gibt es zwei Zahlen, -1 und 1, die immer wieder auftauchen. Ware die Zahl 1 der
Grenzwert, so musste sich die Folge der 1 anndhern. Es taucht aber immer wieder die
—1 als Folgenglied auf, die von der 1 deutlich verschieden ist. Deshalb hat diese Folge
keinen Grenzwert. (Man spricht in diesem Fall davon, dass die -1 und die 1
H&aufungspunkte der Folge sind.)

Aufgabe 5

?:,g, Hat die Folge
(1;0;1;1;0;1;1;1;0;1;1;1; 1,05 ..)

- einen Grenzwert?

»ab einem gewissen n“:

Es interessiert nur was ,am Ende der Folge” (das es naturlich nicht gibt, weil sie
unendlich lang ist) passiert. Betrachten wir als Beispiel Folgen, die zunachst nur aus
Einsen, dann nur aus Nullen bestehen:

(1;0;0;0;0; 0; 05 .....)

(1;1,0;0;0;0;0; 0; .....)
(1;1;1;1;12;2;21;1;1;2;2;1;1;1;2;1;1;1;1;1;1,0;0;0;0; 0; 0; 05 ...)

Selbst wenn zunéachst eine Milliarde Einsen kommen: All diese Folgen haben den
Grenzwert 0, da wir immer ein n finden, ab dem die Folgenglieder alle identisch mit O
sind! Hauptsache, man findet ein passendes n, egal, wie gro3 es ist. Man kann dafur
auch sagen: , Es existiert eine naturliche Zahl n...”

-12 -



. ... beliebig genau annahern®:

Ab einem gewissen n sollen die Folgenglieder also ,ganz nah“ am Grenzwert liegen.

Man kann sich so eine Grenzwertuntersuchung vorstellen wie ein Spiel mit zweli

Spielern — nennen wir sie a und n — vorstellen. Sie sollen um die Folge (an) =: (1-

(1/10)") spielen:

Spieler a: Ich gebe Dir eine kleine Zahl (ich nenne sie €), z.B. 1/10 vor. Du musst mir
eine Zahl n nennen kénnen, ab der sich die Folgenglieder um weniger als
1/10 vom vermuteten Grenzwert 1 unterscheiden!

Spieler n: Das ist leicht! Denn das gilt fir n>1. Ich will es Dir zeigen: Ein Folgenglied
1-1/10" unterscheidet sich vom Grenzwert 1 um weniger als 1/10, wenn
|1-(1/10)"-1|<1/10; d.h. |-(1/10)"|<1/10; d.h. (1/10)"<1/10; und das gilt, das
weil3 doch jeder, fir n>1. Links steht n&mlich fur solche n dann 1/100,
1/1000, ....

Spieler a: Die néachste Zahl lautet 1/100000.

753’ Aufgabe 6

- Berechne: Welches n muss Spieler n nun nennen?

Kann Spieler n nun fur beliebig kleine € ein n nennen, hat er gewonnen. Dann existiert
der Grenzwert. Dies ist allerdings ein fiktives Spiel. Der Spieler a misste namlich
beliebig kleine Zahlen €>0 nennen; es gibt aber dann immer eine noch kleinere Zahl,
z.B. €/2, €/10. Fur diese musste es auch noch gelten. Die Spieler mussten unendlich
lange spielen!

Ubersetzt in die Sprache der Mathematik: Der Zusammenhang muss fiir beliebig
kleine € > 0 gelten. Da er dann auch fir alle gréf3eren ¢ gilt (wenn | a,— a | < 1/10 gilt,
dann gilt ja auch | a,—a | < 10; | a,—a | < 30), muss es fur alle € > 0 erfullt sein.

Spieler n kann aber trotz allem einen Sieg davontragen, ohne sich dabei ,graue Haare
wachsen zu lassen®. Und das geht folgendermal3en: Ziel ist es ja immer noch, zu
jedem noch so kleinen € ein passendes n zu nennen. Kann er allgemein begrinden,
dass es fur jedes € ein n gibt, hat er gewonnen! Spieler a muss dann gar nicht nach
konkreten Zahlen fragen!

Dazu verwendet man den Ansatz

@ |an—a|<e
und formt so lange aquivalent um, bis die Gleichung die Form
n> ..

hat. Das bedeutet ja nichts anderes, als dass die erste Gleichung erfullt ist,
wenn n der unteren Bedingung genltgt. Wenn also n Uber einer gewissen
Grenze liegt, ist die Grenzwertbedingung erfullt.

-13-



Beispiel:

(@) = (2§ii)

Setzt man einige grol3e Werte ein (versuchen Sie das ruhig einmal), so lasst sich
vermuten:

. 3
lima, =—
2

Uberprifen wir das:
|lan—a|<e

3n 3

-—l<e
2n-1 2
Nun bringt man den Term im Betrag auf einen Hauptnenner:
3n-2-3-(2n-1)
<&
22n-1 |

6n-6n+3

2(2n-1

=

(=

<€

3
——<€
2(2n—1)‘

Fur beliebiges n € IN ist aber der Term im Betrag grof3er als 0; deshalb kann man die
Betragsstriche weglassen:
3
& ——<E€
2(2n-1)
Man formt weiter um und erhaltso n:

©i<2n—1
2¢

3 1
SN > —+—
4e 2

Nun kann Spieler a ruhig kommen: verlangt er ein n fir € = 1/4000, so kann man
einfach einsetzen und erhalt n > 3000,5. Das 3001. und alle folgenden Glieder der
Reihe unterscheiden sich also um weniger als 1/4000 von a = 3/2. Auf diese Weise
findet man zu jedem & ein n, so dass fir alle groBeren Zahlen die gewlnschte
Bedingung erfillt ist.

Das Ergebnis lautet somit: Die Folge strebt gegen 3/2. 3/2 ist also der Grenzwert der
Folge!

-14 -



Aufgabe 7
Suchen Sie wie im obigen Beispiel den Grenzwert der Folge

7”” (an) = (3 + (2/(n+1)))

= und zeigen Sie, dass es sich auch wirklich um den gesuchten Grenzwert
handelt!

Beispiel:
Betrachten wir noch eine Folge, die keinen Grenzwert besitzt, um zu zeigen, dass
sich in diesem Fall kein sinnvolles Ergebnis ableitbar ist. Die zugrundeliegende Folge
sei wieder

(1;-1; 1;-1; 1; -1; 1; ...) = ((-1)".

Was konnte ein Grenzwert sein? Wahlt man 0, so ergibt sich

|(-1)"-0|=1<¢,

d.h. € >1. Wir suchen aber Lésungen fur beliebig kleines €. Die Gleichung ist aber
nicht erfullbar z.B. fur € = 0,5. Ahnliches wirde fur mutmafiliche Grenzwerte 1 und -1
passieren.

Dagegen hat die Folge (1; 1; 1; 1; ...) = (1) den Grenzwert 1, denn es gilt:

| 1—-1]=0<eg, unddas ist fur alle € > 0 immer erfullt, unabh&angig von n!

Sie sind reif fur den nachsten Kapiteltest! Fuhren Sie ihn bei Ihrem
Lehrer durch!

Lésungen zu den Aufgaben des Kapitels ‘

Losung zu Aufgabe 5 -
Da selbst bei beliebig groRem n immer wieder die 0 auftaucht und sich die Folge
somit keiner einzelnen Zahl annahert, hat die Folge keinen Grenzwert.

Losung zu Aufgabe 6
(an) =: (1-(1/10)")
[=1/100000
|1-(1/10)"-1|<1/100000
=|-(1/10)"|<1/100000
= (1/10)"<1/100000
= n>6

-15-



Lésung zu Aufgabe 7 ‘
(an) = (3 + (2/(n+1))) L

Setzt man grol3e n ein, so kann man vermuten, dass 3 der gesuchte Grenzwert ist.
Uberprifen wir das:
|lan—a|<e

=S 3+L—3
n+1

Die 3 "hebt sich heraus":

<€

@—
n+1

<€

Fur beliebiges n ist aber der Term im Betrag groR3er als 0; deshalb kann man die
Betragsstriche weglassen:

=

<&
n+1

Man formt weiter um und erhaltso n:

@E<n+1
£

<:>n>z—1
£

Fur beliebig kleines ¢ findet man also immer ein passendes N, ab dem die
Eingangsbedingung erfillt ist. z.B. fir € = 0,01: n > 201

Bemerkung:
Bereits in der Zeile
2
——<e£
n+1
ist man eigentlich fertig: man weil3, dass n+1 beliebig grof3 werden kann. Da der Term
im Nenner steht, wird dann 2/(n+1) beliebig klein, kleiner als jede Schranke ¢.
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4 Grenzwerte reeller Funktionen

i

Bisher haben Sie Folgen betrachtet. Dabei wurde festgestellt, dass Folgen
nichts anderes als Funktionen sind, deren Definitionsbereich die natirlichen
Zahlen sind. Bei der Betrachtung des Grenzwertes von Folgen hat man sich
dann dem oberen Rand des Definitionsbereichs genahert und untersucht,
welchem Wert die Folge dort nahe kommt.

Im Folgenden soll das Blickfeld auf Funktionen erweitert werden, denen als
Grundmenge die reellen Zahlen zugrunde liegen. Hier treten mehrere Rander
des Definitionsbereichs auf: haufig ist man daran interessiert, welche
Funktionswerte eine Funktion fur sehr groRe Werte von x annimmt, d.h.
welcher Zahl sich eine Funktion fir x — +e anndhert. Eine solche Grenze
stellt auch - - dar. Daneben gibt es aber auch noch Funktionen mit einer
Licke im Definitionsbereich, z.B. f(x) = 1/x (Lucke bei 0). Auch in der
Umgebung solcher Licken soll das Verhalten einer Funktion analysiert
werden.

Lernziele:

1. Der Grenzwertbegriff fur reelle Funktionen wird aufbauend auf dem
Grenzwertbegriff fur Folgen eingefihrt.

2. Sie lernen mehrere Losungsverfahren zur Grenzwertuntersuchung und —
bestimmung bei Funktionen kennen.

4.1 Einfihrende Beispiele

Beispiel 1: f(x) = (2x+3) / (x+1)
Es soll das Verhalten dieser Funktion flir x — « untersucht werden.

Betrachten Sie zun&chst nur die natirlichzahligen Stellen x = 1; 2; 3;.... Dann stehen
wir vor dem bekannten Problem den Grenzwert der Folge (a,) = ((2n+3)/(n+1))

Y¥-ACHSE

6.00+

3.00+

-3.00+

-4.II]I]

—Z.II]I] 0 Z.hﬂ
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berechnen zu missen (es wurde nur die Bezeichnung von X zu n geédndert)). Auf
dem bekannten Wege ergibt sich dabei (zur Ubung empfohlen)
lima, =limf(n)=2

N—oo

Das entspricht auch dem Verlauf des Graphen, der sich der 2 immer mehr annahert,
wie man sieht. Dass dies nicht immer so klappt, zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 2: g(x) = sin (20x)

Diese Funktion ist periodisch mit der Periode 1. Da sich die Schwingung immer
wiederholt, hat die Funktion keinen Grenzwert flir X — oo,

Y-ACHSE

=

e 0 1.00 2.00 3.00 4.00
Wiederholt man aber das Vorgehen aus der letzen Aufgabe und setzt die nattrlichen
Zahlen nacheinander in die Funktion ein, so ergibt sich fir alle natirlichen Zahlen
g(n) =sin (2 ©n) = 0O,

da die Sinusfunktion fir alle nattrlichzahligen Vielfachen von 2r gleich O ist.

Dieses Vorgehen stellt also nicht sicher, dass es wirklich einen Grenzwert

Vermutung immer noch nahe liegt, dass 2 in diesem Beispiel den Grenzwert
darstellt.
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4.2 Definition des Grenzwertes x — £ oo flr reelle Funktionen

Auch wenn der erste Versuch noch nicht zu einer befriedigenden L6sung gefluhrt hat,
besteht noch kein Grund zum Verzagen! Betrachten wir noch einmal das erste
Beispiel: f(x) = (2x+3) / (x+1).

Es besteht immer noch die Vermutung, dass a = 2 der Grenzwert flr x — <« ist. Die
Funktion sollte sich also der 2 beliebig genau annahern. Ein Ansatz, der hier
weiterhilft, ist bereits bekannt:

[ f(xX)—2|<e

diese Bedingung fur grolBe x erfullt sein. Dazu sucht man ein r (eine

% Man gibt wieder ein beliebig kleines € vor. Wenn 2 der Grenzwert ist, soll
sogenannte Schranke, abhéngig von €), ab dem die Bedingung erfullt ist.

Fur ,gro3e“ x (d.h. x >r)

Far kleine* x ist es egal, wie muss die Bedingung
sich die Funktion verhalt. | f(x) - 2| <e
erfullt sein.

Die Schranke r suchen wir selbst.
Sie gibt an, was wir fur ,klein" und
»grof3" halten.

Im Beispiel

[f(x) - 2|< &
2X+3
X+1
Durch Erweiterung ergibt sich:
2x+3-2(x+1)| _

x+1

-4<8

=4 <é&

X+1
Da wir den Fall sehr groRer x untersuchen, dirfen wir die Betragsstriche
weglassen und weiter umformen:

@E<x+l
£

<:>x>£—l':r
£
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Hier wurde also eine Schranke r (abhangig von €) gefunden, so dass fir alle groReren
x die am Anfang angesetzte Differenz kleiner als ¢ ist.

7:;;

&

&

Aufgabe 8

Berechnen Sie fir das obige Beispiel die Schranke r, so dass die
Funktionswerte um weniger als

a. 0,01

b. 10™°

vom Grenzwert abweichen!

Ergebnis:

Das Vorgehen bleibt also das gleiche wie bei Folgen:
1. Man gibt ein beliebiges € > 0 vor.

2. Man wahlt den vermuteten Grenzwert a.

3. Man ermittelt r aus der Ungleichung | f(xX) — a | < &, wobei sich eine
Losung der Form x > r ergibt.

Fir Grenzwerte x — -« andert sich daran fast nichts. Nur die dritte
Bedingung verandert sich leicht:

3b. Man ermittelt r aus der Ungleichung | f(x) - a|] < &, wobei sich eine
Lésung der Form x < r ergibt.

Und entsprechend diesem Ansatz ist der Grenzwert flir x — oo auch definiert:

&

7);

Definition:

Eine Funktion f mit Definitionsmenge D heil3t konvergent gegen den
Grenzwert a fir x — +eo, wenn es zu jedem [beliebig kleinen] € > 0 eine
reelle Zahl r > 0 gibt, so dass fir alle xe D mit x>r (fir X — -eo: X <) qgilt:

[f(x)—a|<e

Aufgabe 9

Zeigen Sie, dass bei der obigen Funktion f (x) die Zahl 2 auch Grenzwert
fir x — - ist! (Beachten Sie dabei den Unterschied, den Sie beim
Auflosen des Betrages machen missen!)
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Divergenz

einfuhrenden Beispiel wurde dazu die Funktion sin x betrachtet. Eine nicht
konvergente Funktion bezeichnet man als divergent. Man unterscheidet
zwei Arten von Divergenz:

% Funktionen mussen aber nicht unbedingt fir X — te konvergieren. Im

a. bestimmte Divergenz

Es gibt Funktionen, bei denen man keine reelle Zahl als Grenzwert angeben kann,
weil die Funktion tber alle Grenzen wachst, z.B. f(x) = x2.
Man bringt dies durch die Schreibweisen

“Y-ACHSE

lIMmf(x)=oo

X—o0

oder
f(X) — oo flr X — oo
zum Ausdruck, d.h. die Funktion strebt gegen

unendlich fir x gegen unendlich. In diesem Fall
spricht man von bestimmter Divergenz.

(Entsprechendes gilt natirlich auch flr -co.)

2.00+

b. unbestimmte Divergenz

“-ACHSE

Kann man dagegen uberhaupt kein Streben,

egal ob gegen eine feste reelle Zahl oder

/\ A gegen Unendlich, feststellen, so spricht man

VY, von unbestimmter Divergenz. Beispiele

\/ U hierfur sind die eingangs erwéahnte Funktion
sin x oder die dargestellte Funktion x- sin x.

LA A AP U L AL L L L LS S L L L L
-2.0002.04.06.08.110.12.14.16.18.20.22.24.26.28.30.32.34.36.38.40.42.00
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4.3 Grenzwerte X — Xg

= Grenzwerte kann man nicht nur fir x — *e betrachten, sondern auch an
l anderen Stellen der reellen Zahlengerade berechnen.

Eine Anndherung an einen Wert kann man aber auch an anderen Stellen
feststellen: Bei der Funktion f(x) = x+3, Ds= IR kommt man dem Wert 8 immer
naher, je naher man x =5 kommt: |imf(x)=8

X—5

Eine besondere Bedeutung gewinnt dies bei der Untersuchung von Licken im
Definitionsbereich, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel:
Gegeben sei die Funktion
2 _
£(x) _X?-5Xx+6
X—-3

Diese Funktion ist Uberall definiert bis auf x = 3, da der Nenner nicht den Wert 0
annehmen darf. Man kann den Wert 3 also nicht direkt einsetzen. Wie verhélt sich
nun diese Funktion in der Nahe von 3?

Y-ACHSE

Wir betrachten die Funktion dazu in der Nahe
von 3, indem wir

x=3xhmith>0

in die Funktionsgleichung einsetzen. h soll klein
sein und dadurch eine kleine Veranderung des x-
Wertes realisieren.

Man nennt dieses Verfahren h-Methode.

t
2.00

Fir x=3+h ergibt sich Fir x = 3 — h ergibt sich

2 _ 2 _ 2 _ _ 2 _
f(3+h)=(3+h) 5(3+h)+6=h +h f(3—h)=(3 h)2 —5(3 h)+6=h h

(3+h)-3 h (83-h)-3 —h
Fur h # 0, also x # 3, darf man kirzen: Fur h # 0, also x # 3, darf man kirzen:
f(3+h)=h+1 f(83-h)=-h+1

Diese lineare Funktion strebt nun auch Fur h — 0 ergibt sich also f(3-h) - 1
fir h — 0 einem erkennbaren Wert ent -

gegen. Obwohl die Funktion nicht defi -

niert ist, existiert also der Grenzwert.

Fur h — 0 ergibt sich f(3+h) »> 1
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Man schreibt daftir auch
ngg)f(3+ h)= ,L'LTc‘)f(?’_h) =1

oder kurz
Iin31 f(X)= Iir731_f(x) =1

Nun kann der Grenzwert definiert werden:

Definition:

1. Unter einer Umgebung einer Zahl a versteht man die Menge aller reellen Zahlen
x mit oder ohne Einschluss von a, die nach Wahl einer Zahl d > 0 die Ungleichung
a-0<x<a+0 erfullen.

| | | >
a-o a a+o

2. Eine in einer Umgebung von a definierte Funktion f (x) hat bei Annaherung an a
den Grenzwert g, falls gilt: lim f(x)= lim f(x) =g .

3. limf(x) heiBt rechtsseitiger Grenzwert, liM f(X) linksseitiger Grenzwert .

Anwendung: Definition der Ableitung

Mit der neuen Definition Iasst sich nun auch die Ubliche Definition der Ableitung einer
Funktion f an einer Stelle xo einflhren:

f'(X,) = lim M: lim f(Xo +hr3—f(XO)

X—=Xq X — XO x—h

7!3; Aufgabe 10

- Berechnen Sie den Grenzwert der Funktion
X2—-5x-14

fx) = X+2

bei Ann&herung an die Definitionsliicke x = -2 !

Auch bei der Annaherung X — Xo tauchen wieder divergente Funktionen auf:
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Divergenz flr X — Xp

a. bestimmte Divergenz
Als Beispiel werde die Funktion f(x) = 1/(x-1)? betrachtet:

“Y-ACHSE

Die Funktion wéachst fir x — 1 von beiden
Seiten gegen unendlich.

50.007

lIMmf(x) =oo

x—1

oder

f(X) > o flirx—1

20.00+

t
1] 2.00

b. unbestimmte Divergenz

Y-ACHSE

15.00+

Ein Beispiel dafur ist die Funktion
f(x)=1/x, Dy = IR \ {0}, Man kann
linksseitigen und rechtsseitigen
Grenzwert angeben:

12.00+
9.00+
6.00+
»0 lim f(X) = +oo

x—0+

lim f(X) = —eo

X—0-

-3.004

-6.007

Da die beiden aber nicht identisch sind,
gibt es keinen richtigen Grenzwert.

-9.00+

-12.00+

-15.00+

Y-ACHSE

Anders geartet ist die Funktion
f(x) = sin (1 / x), Ds= IR \ {O}.

Die unendlich vielen Schwingungen fur
X — oo werden hier ,in der Umgebung
der 0 komprimiert*, die Funktion
,oszilliert*. Jeder Wert zwischen -1 und
1 taucht in jeder beliebig kleinen
Umgebung der 0 auf. Unser Wert ¢
durfte hier nicht < 2 vorgegeben werden!
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4.4 Grenzwertsatze

noch weitere einfache Rechenregeln, mit denen sich Grenzwerte berechnen
lassen. Diese Regeln sind eine wichtige Basis der Analysis, da sie besagen,
dass Grenzwertbildung und die Grundrechenarten miteinander vertauschbar
sind.

@ Neben den bisher behandelten Methoden zur Grenzwertbestimmung gibt es

Auf einen Beweis dieser Grenzwertsatze wird verzichtet. Wenn Sie sich dafir
interessieren, kdnnen Sie sich bei lhrer Lehrkraft dartiber informieren.

Diese Regeln gelten sowohl flr x — Xg, Xo € IR als auch flr x — e, woflr
kurz die Schreibweise x — Xg, Xo € IR U {%eo}, verwendet wird.

Grenzwertsatze:
% Fur zwei Funktionen
f: x - f(x), xeDsund
g: X = 9(x), X € Dg,
die an einer gemeinsamen Stelle x, jeweils einen Grenzwert besitzen, gilt*:
1. Iim(f +g)(x) = lim f(x)+ lim g(x)
2. Iim(f -g)(x)=limf(x)- lim g(x)
3. lim(f-g)(x) = lim f(x)- lim g(x)
4

. Falls zusatzlich lim g(x) # O ist, so gilt auch:

lim f(x)
lim (—)(x) = —>——
X=X g lim g(x)
Beispiele:
1l Bx343x2+x 3 1
2. Im—— =Ilm|{5+—+—
X—>o0 X3 X—>o0 X X2

Auf elementarem Weg sieht man, dal? die beiden letzten Terme gegen 0 konver -
gieren. Da die Grenzwerte der einzelnen Summanden existeren, darf man den
ersten Grenzwertsatz anwenden und erhalt:

Iim(5+§+i) = Iim5+|im§+limi:5+0+0:5
X—>o0 X X2 X —>o0 X_>°°X X—)ooX

! Eine zusatzliche Voraussetzung ist auch noch, dal’ die Funktionen f und g ,in der Nahe" von x, an
gemeinsamen Stellen definiert sind. Komplikationen wiirden zum Beispiel auftreten, wenn die eine
Funktion nur fur rationale Zahlen, die andere Funktion nur flr irrationale Zahlen definiert ware. Dann
ware namlich die Funktion (f+g) nirgends definiert, also existiert auch der Grenzwert nicht, auch wenn
beide Funktionen separat einen Grenzwert x—X, haben kdnnen! Da solche ,exotischen* Funktionen in
der Schule nicht vorkommen, wird auf diese Zusatzvoraussetzung hier verzichtet. Die exakte
Formulierung findet man z.B. in der Formelsammlung (S. 55).
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4x2+3
im———
xo 2X2+3X +7
Man erkennt, daf’ Zahler und Nenner fir x — o divergieren (die Quadratfunktionen
werden beliebig grof3. Deshalb darf man die Grenzwertsétze zunéchst nicht anwen -
den. Ein Trick, den man hier anwenden kann, ist, Zahler und Nenner durch die
hdchste auftretende Nennerpotenz zu teilen, also durch x2. Da man die Funktion nicht
in der Nahe der O untersucht (dort kAme das einer Division durch 0 gleich), ist dies
gestattet.

4x2+3 . 4+3

m = lim

x0= 2X2 43X +7  xo=2+4 34T

Nun erkennt man, daf3 Zahler und Nenner seperat konvergieren (3/x2,3/xund 7/ x2
werden fiir x — < beliebig klein); man darf also den Grenzwertsatz anwenden:

3 lim4+23 lim4+Ilim2
lim 4+F — X X — X—3o0 X0 X — 4+0
x224+34+ 7 Iim2+3+7% lim2+Iim3+IimZ% 2+0+0
X X X—>o0 X X X—>oc0 X—)oox X—)ocx

7!),« Aufgabe 11

Berechnen Sie die Grenzwerte der Funktionen

2x2-5x-14
a.f(x)=————
3x3+2x2+1
b, g(x) = X + /X
' X — /X

bei Anndaherung an +eo!

Sie sind reif fur den letzten Kapiteltest! Fihren Sie ihn bei Ihrem Lehrer
durch!
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4.5 Losungen der Aufgaben des Kapitels

ot

L6sung zu Aufgabe 8

Einsetzen in

1
r>—-—1

£
liefert:
a. _ 1 _1_ 99

0,01
l 10

b- r= 10—_10 - l = 10 - 1

Ab dieser Schranke weichen die Funktionswerte um weniger als den gewiinschten
Betrag vom Grenzwert ab!

L6sung zu Aufgabe 9 ‘
g g el

Man zeigt, dass fur sehr kleine x gilt:

[f(x)—2|<e

Fir ein beliebig kleines ¢ soll diese Bedingung erfullt sein. Findet man ein x :=r, ab
dem das gilt, so ist 2 tatsachlich der Grenzwert. Also:
[f(x) - 2|< e
2x+3
Xx+1
Durch Erweiterung ergibt sich:
[2x + 3 -2(x+1)|<g

X+1

-2‘<€

(=

<eg
X+1

Da wir den Fall negativer Zahlen mit gro3en Betragen untersuchen, wird der Term
innerhalb der Betragsstriche negativ und man formt im Gegensatz zum Grenzwert flr
grol3e positive Zahlen folgendermal3en um:

& -

<eg
X+1

X ist negativ, deshalb:

@—1>x+1
£

(:)x<—1—1 =:r
£

Man findet also immer eine Schranke r (durch Einsetzen von ¢), die die gewiinschte
Bedingung erfullt.
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L6sung zu Aufgabe 10
Berechnen Sie den Grenzwert der Funktion

2 _ —
f(x)=x 5x-14

X+2
bei Annaherung an die Definitionsliicke x= -2!

(]

Mit der h-Methode ergibt sich:
(-2+h)2-5(-2+h)-14 h2-9h

f(-2+h) =

(-2+h)+2 h
Fur h#0, also x # -2, darf man klrzen:
f(-2+h)=h-9

Fur positives h — 0 ergibt sich also f(-2+h) — -9

(=2-h)2-5(-2-h)-14 h2+9h
(—2-h)+2 ~ —h

Fur h# 0, also x # -2, darf man kirzen:

f(-2+h)=-(h+9)

Fur positives h — 0 ergibt sich also f(-2-h) — -9

f(—2—h) =

Da linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert Ubereinstimmen, gilt
Iimzf (x)=-9

Losung zu Aufgabe 11 ‘
L

. . 2Xx2-5x-14
a.limf(x)=Ilim —————
X0 x> 3X34+2x2+1

2x 1 —-5x 2 -14x73

= lim 3

xoe 342X TN+ X
Da die Grenzwerte im Zadhlerund Nenner existieren, darf man weiter umformen:

lim(2x ' =5x72-14x7%) 0

= Xﬁ“’_ ) - =—=0
ImB+2x"+x7) 3
b.lim g(x) = lim = X
X— oo X%wx __\/;
Hier wird durch x geteilt, da 1 die h6chste Potenz von x im Nenner ist.
X + /X 1+

= lim = lim —==
X—)wx_‘lx X—)wl—%

Da die Grenzwerte im Zahlerund Nenner existieren, darf man weiter umformen:
@) o
Iim(1—%) 1

X—> 0
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5 Additum: Reihen

Reihen sind spezielle Folgen. lhre Verwendung in der Analysis begann im 17.
Jahrhundert. Sie sind eines der wichtigsten Mittel zur Darstellung und Konstruktion
von Funktionen. Auch beim Taschenrechner finden sie haufig eine wichtige
Anwendung, da die trigonometrischen Funktionen wie sin und cos durch Reihen
beschrieben werden kdnnen:

Gegeben sei eine Folge (a,) von reellen Zahlen.

Durch

Si=ax

Sy = artar
Sz=aqitax+ as

S3=aita+asz+.... + a,

wird der Folge (a,) eine weitere Folge (sn) zugeordnet; letztere heil3t Reihe.
Zur Abkirzung dieser Summe a;+a, + az + .... + a, wird ein neues Zeichen eingefuhrt,
das Symbol X (Sigma fur Summe). Man schreibt:

n
S,=a,+a, +a;+.+a, = 4,
i=1

Sprechweise: Summe aller a;von i=1 bis i=n
Beispiele:

n

+3

a. 13+23+33+...+n3:2I
i=1

i »* _1 1.1 1 1 1
" G(@+n@i-1 1.3 35 57 7-9 911 1113

Aufgabe 5
?ﬂ; Schreiben Sie die folgenden Reihen mit dem Symbol X:
a. 2'+3°+4°+5%+6°
1 1 1 1 1 1
b.1.2 23734 45 56 67

Reihen tauchen bei einer Vielzahl mathematischer Problemstellungen auf. Nach
Moglichkeit bemiht man sich, die komplizierten, unhandlichen Ausdricke auf
einfachere Terme zu reduzieren. Als ein solches Beispiel soll nun die geometrische
Reihe betrachtet werden:
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Beispiel:
Die Glieder der geometrischen Reihe gehen wie oben beschrieben aus der
geometrischen Folge hervor. So gilt:

Si1=a
S, = ataq
Sz = at+aq + ag?

Mit einem kleinen Trick kann man nun diese, fur grof3e n sehr lange Summe zu
folgendem Term vereinfachen:

Caglogd 1
ag' =a
22 =g

Man erkennt, dass man in den Term auf der rechten Seite einfach a, q und n
einsetzen kann, und es ein Leichtes ist, diesen Term zu berechnen. Dagegen fuhren
die vielen Summanden auf der linken Seite zu einer aufwendigen Rechnung.

So, jetzt soll Gberprift werden, ob der obige Zusammenhang auch tatsachlich gilt.
Dazu schreibt man die Summe zweimal untereinander: im ersten Fall ganz normal; im
zweiten Fall wird die Gleichung auf beiden Seiten mit dem Faktor g multipliziert. Die
rechte Seite wird dabei ein wenig versetzt geschrieben

Sag
i=1

qzaqi—l
i-1

Vergleicht man die beiden Gleichungen, so erkennt man, dass alle Summanden bis
auf a und aqg" doppelt auftauchen. Subtrahiert man deshalb die erste Gleichung von
der zweiten, so fliegen die doppelt auftauchenden Terme heraus und es bleibt stehen:

a+aq+ agz+...+aq"?+ agq™

\EOI\EOI \Eq \Eq

ag + agz+...+aq"* + aq"’ +aq"

n

q iaqi—l _iaqi—l _ N aq
i=1 i=1

Auf der linken Seite lasst sich der Summenterm ausklammern; auch die rechte Seite
wird ein wenig vereinfacht:

@-1) Yaq™ =a (q"-1)
i=1
Teilt man nun auf beiden Seiten durch g — 1, so ergibt sich

n P qn—l
ag't=a
2207 =

und genau das war zu beweisen!
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Losung von Aufgabe 12

a. Verschiedene Moglichkeiten sind u.a.

6 5
Zii‘l :Z(i +1)
i=2 i=1
b. Man kann kurz schreiben:
6 (_1)i+1
=i-(+1
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