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Zusammenfassung

Erfahrung und didaktische Einsicht zeigen, dass die Behandlung der reellen Zahlen
im Gymnasium ein Balanceakt ist zwischen dem fachlich Notigen und dem didaktisch
Moglichen. Die Umstinde, die zur Entwicklung der Analysis gefiihrt haben, gehoren zu
einem Unterricht, in welchem die Ideen wachsen kénnen. Die Analysis und der Zahlbe-
griff sind durch eine gemeinsame Evolution verbunden. Sie beanspruchte mehr als zwei
Jahrtausende. Es gibt damit gute Griinde, einen ersten Einstieg in die Analysis gerade
nicht mit KAPITEL 1, REELLE ZAHLEN zu er6ffnen, sondern vorerst mit der virtuellen
Realitét der reellen Zahlen zu leben.

Einblicke in die historische Tradition der Analysis und numerische Experimente un-
terstiitzen ein Vorgehen, das Motivation, eigene Erfahrungen und Einsichten hoher ge-
wichtet als eine angelernte Theorie oder eine Dressur mit Ableitungsregeln.

1 Reelle Zahlen im Unterricht

Die reellen Zahlen sind der Prototyp fiir ein Kontinuum. Daher bilden sie eine wesentli-
che Grundlage im Aufbau der Analysis. Eine Einfiihrung in die reellen Zahlen gehort zum
Lehrplan der Maturitétsschulen. Welche Kenntnisse iiber die reellen Zahlen gehoren zur All-
gemeinbildung? Offenbar sind mehrere Gesichtspunkte zu beachten:

1. Weshalb geniigen die rationalen Zahlen oder Dezimalzahlen mit endlich vielen Ziffern
nicht zum Aufbau der Kontinuumsmathematik? Wozu ist das Kontinuum gut?

2. Einzelne irrationale Zahlen sollen konstruiert werden. Welche Darstellungsprobleme er-
geben sich?

3. Die reellen Zahlen als Ganzes zeichnen sich durch eine Verbindung verschiedener ma-
thematischer Bereiche aus:
(a) Algebra: R ist ein Zahlkorper, der die rationalen Zahlen umfasst.
(b) Geometrie: R ist eine Gerade und ein Kontinuum. Warum ist Q kein Kontinuum?
()
(d) Ordnung: R ist linear geordnet, dicht geordnet und jeder Dedekindschnitt definiert
genau eine reelle Zahl [Vollstédndigkeit].

Mengenlehre: R ist iiberabzdhlbar.

Jede dieser Komponenten kann zu gegebener Zeit eine Einsicht zum Begriff der reellen Zah-
len beitragen. Einiges davon l&sst sich im Gymnasium erst informell vermitteln. Auch das
Offenlassen von Liicken muss eine didaktische Option sein.

Die Entwicklung des Begriffs der ‘reellen Zahlen’ erstreckt sich von der Entdeckung irratio-
naler Zahlen zur Zeit des Pythagoras bis zur Charakterisierung von R als Vervollstindigung



von Q durch Cauchy und Dedekind im 19. Jahrhundert. Das ist eine Spanne von mehr als
zwei Jahrtausenden. Insbesondere haben Newton, Leibniz und andere Pioniere die Analysis
entwickelt und angewandt, bevor R als mathematisches Objekt im heutigen Sinn verstanden
wurde. Gauss hatte die komplexen Zahlen benutzt und den Fundamentalsatz der Algebra
begriindet, bevor Cauchy und Dedekind formulierten, was die reellen Zahlen zum Kontinuum
macht. Die Mengenlehre, die nétig ist, um die Méchtigkeit von Q und R zu vergleichen, ist
noch spéter entstanden.

Es ist daher plausibel, dass eine didaktisch sinnvolle Einfiihrung in die Analysis sich genug
Zeit lassen muss, um die Notwendigkeit der reellen Zahlen gut zu motivieren. Die allgemein-
bildende Schule wird ein provisorisches Bild fiir die reellen Zahlen vertreten. Im Lernprozess
werden idealerweise einzelne wesentliche Konzepte zum Aufbau von R eingebracht, mitein-
ander verwoben und in Anwendungen erprobt. (vgl. [H+W]| [SIM, [TOE])

2 Irrationale Zahlen

Die Lange d der Diagonalen im Einheitsquadrat 16st nach dem Satz des Pythagoras die
Gleichung x? = 2. Ironie des Schicksals: Pythagoras lehrte, dass alle Zahlen rational seien.
Allerdings gibt es fiir d keine Darstellung als Bruch, d = /2 ist irrational — ein Widerspruch
zu einer pythagoreischen Ideologie.

Diese Konfliktsituation wird gerne didaktisch ausgebeutet. Der algebraische Beweis, dass
/2 irrational ist, hat Beispielcharakter. Wer im geometrischen Kontext auf das Thema stosst,
wird nicht an der Existenz von v/2 als Linge der Diagonalen im Einheitsquadrat zweifeln, da
diese Strecke ja mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist.

Bei der Gleichung 3 = 2 liesse sich &hnlich argumentieren, um zu zeigen, dass /2 irra-
tional ist. Aber in welchem Sinne ezistiert eine Losung? Keine Konstruktion mit Zirkel und
Lineal kann aus der Einheitslinge die Kantenldnge eines Wiirfels mit Inhalt 2 liefern. Dessen
Kantenlinge wiirde 2® = 2 erfiillen. Eine symbolische Bezeichnung /2 geniigt in der Analysis
nicht als Nachweis, dass es eine reelle Zahl gibt, welche die Gleichung x> = 2 erfiillt.

Eine Argumentation mit dem Bisektionsverfahren liefert im Sinne der Analysis einen gu-
ten Grund. Bisektion kann eine Folge von Intervallen mit rationalen Endpunkten erzeugen,
welche die Losung enthalten und deren Durchschnitt aus genau einer reellen Zahl besteht,
der gesuchten Losung.

Allgemein ist es zweckmaéssig, numerische Verfahren im Unterricht einzuflechten. Sie lassen
sich automatisieren und koénnen im Sinne der Geriistdidaktik und des Blackbox-Whitebox-
Prinzips didaktisch genutzt werden, um N&herungsverfahren zu erkunden. Als elementar
zugénglich gelten das auf Quadratwurzeln spezialisierte Heronverfahren oder das universellere
Bisektionsverfahren. Mit beiden lésst sich eine fiir die Analysis zentrale Idee erkunden: Nihe-
rung innerhalb einer beliebig vorgegebenen, positiven Toleranz. Letztlich wird das Experiment
aber an den Unzulédnglichkeiten der Zahldarstellungen auflaufen, etwa an den Gleitkomma-
zahlen, der Rechenzeit oder beim algebraisch exakten Rechnen mit rationalen Zahlen beim
Verstehen der Antwort.

Eine vertiefte Behandlung des Newtonverfahrens in [BLU] zeigt, dass Numerik und Be-
rechnungstheorie verschiedene Wege und verschiedene Prioritidten verfolgen in ihrem Umgang
mit reellen Zahlen. Fiir Computernutzer ist ein Grundverstindnis der Gleitkommazahlen un-
verzichtbar.



Iterative Verbesserungen, Gleitkommazahlen und R Die Idee der Bisektion ist niitz-
lich, um den Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen etwas tiefer zu verstehen als nur mit
einer Skizze. Angenommen, eine stetige Funktion f : I — R sei auf einem endlichen und
abgeschlossenen Intervall I := [a, b] definiert und es gelte f(a) - f(b) < 0. Das heisst, dass die
Funktion f auf dem Intervall I das Vorzeichen wechselt. Weil das Bild f(I) zusammenhéngend
ist (es besteht aus einem einzigen Stiick, weil f stetig im naiven Sinne ist), schliesst das In-
tervall [f(a), f(b)] die O ein. Das zeigt auch eine Prinzipskizze, die als vorldufig noch naives
Modell geniigen soll. Wer nun das Prinzip der Bisektion versteht, wird einsehen, dass mit
jedem Bisektionsschritt das Suchintervall halbiert wird. Seine Lénge lésst sich also unter jede
beliebig kleine positive Toleranzschranke driicken. Immer, wenn das geschieht, wird genau
eine reelle Zahl definiert. Freilich wird das Rechnerexperiment in der Regel weniger gliicklich
enden: Nach endlich vielen Schritten zeigt sich Séttigung der Dezimalziffern, die Obergren-
ze und die Untergrenze lassen sich nicht mehr unterscheiden und bei der Einsetzprobe wird
zwar meist f(s) ~ 0 festgestellt, aber nicht exakt f(s) = 0. Kommentierte numerische Ex-
perimente kénnen den Weg zur Begriffsbildung ebnen. Naive Rechnerglidubigkeit ebenso wie
prinzipielle Rechnerskepsis sind keine didaktisch produktiven Haltungen, weil sie einer wich-
tigen Auseinandersetzung aus dem Wege gehen: Dem Muster R steht die Computerimitation,
Gleitkommagzahlen vom Typ real, als pragmatischer Ersatz und Approximation gegeniiber.
Ahnlich ist das Verhéltnis zwischen den abstrakt definierten stetigen Funktionen, auf welche
die Aussagen der Analysis zutreffen, und berechenbaren Funktionen, welche die Berechnungs-
theorie fiir ihre Zwecke definiert oder gar jene numerischen Ndherungen, die wir in realen
Rechnerexperimenten antreffen.

Es ist verfiihrerisch, den Schritt von den endlichen Dezimalbriichen zur Dezimaldarstellung
irrationaler Zahlen rasch und gedankenlos zu vollziehen. Was wir uns damit einhandeln, wird
selten thematisiert. Vielleicht ist es sogar didaktische Weisheit, dieses Thema vorerst naiver
Unschuld anheimzustellen.

Wie sollen die Grundoperationen in R verstanden werden? Sie lassen sich nicht mehr als
endliche Algorithmen in der Zifferndarstellung bewéltigen. Ein Ausweg bleibt: Konstruktio-
nen mit Zirkel und Lineal in einer Ebene mit markierten Punkten 0 # 1. Diese Option ist
von prinzipieller Bedeutung fiir eine Berechnungstheorie mit finiten Operationen in R, fiir
praktische Operationen aber bedeutungslos.

Im Schulbereich finden alle konkreten und finiten Berechnungen, die R betreffen, effektiv
in Q oder in einem endlichdimensionalen Q-Vektorraum, zum Beispiel in Q[v/2], statt. Es ist
daher angemessen, im Rahmen von Q praktisch zu rechnen und im Rahmen von R zu denken.

Nicht konstruktive Existenzbeweise Die formalistische Mathematik lasst es zu, die
Existenz gewisser Objekte logisch zu begriinden, ohne auch nur ein konkretes Musterexem-
plar vorzuweisen. Indirekte Existenzbeweise wirken auf die Lernenden eher wie Glaubensbe-
kenntnisse, sie lassen sinnlich wahrnehmbare Erfahrungen vermissen.

Ein Beispiel: Cantors Diagonalargumente zeigen, dass Q abzéhlbar, R jedoch iiberabz&hl-
bar ist. Daraus ergibt sich ein nicht konstruktiver Existenzbeweis fiir iiberabzahlbar viele
irrationale Zahlen. Daher muss es massenhaft irrationale Zahlen geben. Warum haben wir sie
bloss nie bemerkt? Fehlen uns die Worte, um sie zu beschreiben oder zu benennen?

Uberzeugender als Cantor’s Existenzbeweis ist moglicherweise doch die Konstruktion ei-
ner Folge rationaler Zahlen, welche eine zunéchst hypothetische Lésung einer Gleichung mit
beliebiger Genauigkeit annihern. Bei folgenden Gleichungen x? = 2 oder — noch einfacher —
bei 2% = 3 ldsst sich elementar zeigen, dass keine rationale Zahl die Einsetzprobe besteht.

Wer nach einer typischen irrationalen Zahl fragt, sollte sich nicht wundern, wenn die



Antwort sehr oft lautet v/2 oder m. Aber richtig typisch im Sinne der Masstheorie sind die
anonymen reellen Zahlen, deren Namen uns zwangsléufig fehlen.

Reelle Zahlen fiir die Schule Die reellen Zahlen sind fiir die Analysis wichtig, weil sie
zum Beweis von wichtigen Existenzsitzen unverzichtbar sind.

Aus Eigenschaften der reellen Zahlen folgt, dass jede monotone und begrenzte Zahlfolge
genau einen Grenzwert anstrebt. Aber Vorsicht! Die formale Definition des Grenzwertes einer
Folge von Zahlen verlangt, dass Ndaherungswerte beliebiger Giite nachgewiesen werden. Die
effektive Berechenbarkeit des Grenzwertes, etwa im Sinne von Turing, ist damit nicht gegeben
(vgl. [RIC]).

Die Schulmathematik bleibt meist auf sicherem Grund. Wenn eine konkrete Berechnung
von Grenzwerten verlangt wird, so sichert die Absicht bei der Aufgabenstellung bereits, dass
es eine Losung gibt, die mit ‘richtig’ oder ‘falsch’ taxiert werden kann. Zudem wird der
Infinitesimalkalkiil (Calculus) aufgebaut, eine Erweiterung der Algebra, deren Zweck darin
besteht, Grenzwertbestimmung im Sinne der analytischen Definition effektiv zu vermeiden
und statt dessen formal exakte Antworten (zB. Ableitungen) im Sinne des Calculus allein
mit endlichen Operationen zu finden.

3 Konstruierbare reelle Zahlen

Ein unumgénglicher Prototyp fiir eine Grenzwertberechnung und numerische Ndherungen
gehort zur Kreisgeometrie. Wir miissen wissen, wie gross die Fliche und der Umfang des
Einheitskreises sind. Weil je zwei Kreise dhnlich sind, ermé6glichen die beiden Antworten die
Kreismessung allgemein — und mehr!

Die Einheitskreisfliche wird traditionell mit 7w bezeichnet. Aber der Name sagt noch nichts
iiber den Wert dieser Zahl. Der Wert von 7 ist nur néherungweise bekannt, allerdings auf
eine riesige Zahl von Dezimalstellen Ein mathematisch anerkannter Existenznachweis fiir
7w verlangt mehr: Jede Abweichung zwischen N#herung und Ideal muss sich durch weitere
Verbesserung mindestens halbieren lassen.

Da 7 nicht nur irrational sondern sogar transzendent ist, schafft auch keine Konstruktion
mit Zirkel und Lineal die Quadratur des Kreises.

Bei den hochgenauen Computerndherungen steht nicht mehr der Wert von 7 im Fokus.
Das Interesse gilt dann dem Berechnungsverfahren an sich oder der Hardware des verwendeten
Rechners oder Eigenschaften des Ziffernstroms, der damit erzeugt wird. (vgl. [BOR]).

Obschon jede Dezimalstelle von 7 im Prinzip in endlicher Zeit berechenbar ist, bleiben viele
Fragen iiber 7 offen, weil wir den Uberblick iiber die Gesamtheit der nicht abbrechenden Kette
von Ziffern nie gewinnen kénnen. Andernfalls kénnten wir mit einem einzigen Blick erkennen,
dass die Zifferndarstellung von 7 nie periodisch wird. Tatséchlich sind aber die endlich vielen
Bits, die wir je lesen kénnen, immer ein Nichts im Vergleich zum ungelesenen Rest. In diesem
Sinn taugt kein Algorithmus, der zur Eingabe n die n-te Ziffer von 7 berechnet, als Ersatz
oder Definition fiir m. Der ganze (unendliche) Ziffernstrom, der zu 7 gehort, trigt mehr
Information als die Abfrage einzelner Ziffern preisgeben kann. Zudem mag kein endliches
Hirn die ganze Zifferndarstellung einer irrationalen Zahl fassen.

Angenommen, wir sammeln alle Aussagen, die konkrete reelle Zahlen deterministisch be-
schreiben. Diese Sammlung (in einer konkreten Sprache formuliert) ldsst sich lexikographisch
ordnen. Sie umfasst unser gesamtes Wissen iiber konkrete Vertreter der reellen Zahlen. Es
konnen aber nur abzihlbar viele sein. Sie umfassen alle algebraischen Zahlen und manche



transzendente wie e oder w. Nennen wir sie die konstruierbaren reellen Zahlen K.

Denken wir uns in der Tradition der euklidischen Geometrie Zirkel und Lineal als theo-
retisches Werkzeug, das absolut exakte Antworten gibt, so lassen sich die arithmetischen
Grundoperationen mit beliebigen Zahlen aus R algorithmisch realisieren (vgl. [HIL]] und Ab-
schnitt , wenn die Daten auf einer Zahlgeraden in der euklidischen Ebene gegeben sind.
Die Menge K bildet dann einen abzéhlbaren Zwischenkorper Q@ C K C R.

Arithmetische Operationen lassen sich bloss in den endlichen Korpererweiterungen von Q
mit Hilfe der Operationen aus Z algorithmisch realisieren. Arithmetische Operationen mit
transzendenten Zahlen sind in der notwendigerweise unendlichen Zifferndarstellung algorith-
misch nicht exakt ausfithrbar. Da der Koérper K abzahlbar ist, unterscheidet er sich wesentlich
von der iiberabzihlbaren Menge R, iiber die Cantor nachgedacht hat. Eine im Sinne der Men-
genlehre typische reelle Zahl gehort also gerade nicht zu K.

4 Typische reelle Zahlen bleiben anonym

Angenommen, wir wihlen reelle Zahlen auf der Zahlgeraden, indem wir sie mit einem idealen
Zirkel als einzelne Punkte auslesen. Dann kénnen wir auf den gewéhlten Punkt als solchen
verweisen. Wir sind aber prinzipiell unfihig, alle Punkte eines Einheitsintervalles zu zéhlen.
Dazu miissten wir jeden mit dem Namen einer nur ihm zugeordneten natiirlichen Zahl be-
nennen. Das Ergebnis liefert eine abzihlbare Auswahl reeller Zahlen. Cantor hat gezeigt, dass
unter diesen Bedingungen immer eine reelle Zahl in der Liste fehlt.

Ist es angemessen, von einer Zufallsauswahl zu sprechen, wenn mit dem Zirkel eine na-
menlose Zahl angetippt wird? Schiebt hier sogar die Mathematik ihr Unwissen der Physik in
die Schuhe? Ist die Redeweise ‘Zufallsauswahl’ eine Chiffre, die unser Unwissen tarnt?

Angenommen, ein Laplaceversuch erzeugt die Binérziffern 0 oder 1 einer Zahl. Jede Folge
mit n Binéarziffern tritt mit Wahrscheinlichkeit 27" auf und kodiert eine rationale Zahl im
Einheitsintervall. Soll diese Folge aber explizit eine positive, reelle Zahl aus dem Einheitsin-
tervall kodieren, miissen alle Binérziffern explizit angegeben sein. Eine abbrechende Folge mit
mindestens einer Binérziffer 1 kodiert eine positive rationale Zahl. Ihre Ziffernfolge enthilt
somit genau eine letzte Ziffer 1. Die endliche Bindrdarstellung soll nun auf eindeutige Art
in die Bindrdarstellung der reellen Zahlen eingefiigt werden. Dazu wird die letzte 1 ersetzt
durch eine 0 gefolgt von lauter Ziffern 1. Damit wurde die rationale Zahl ohne Verédnderung
ihres Wertes mit einer einheitlichen normierten Kodierung versehen.

Zur Fiktion der ‘fairen Miinze’ gehort die Vorstellung, dass jede unendliche Bitfolge als
Antwort moglich sei und dass alle diese Folgen mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten.
Allerdings ist diese Wahrscheinlichkeit gleich 0.

Bei jeder unendlichen Folge von Binérziffern, die positive reelle Zahlen im Einheitsinter-
vall kodieren, kénnen wir je nur endlich viele Bits konkret lesen. Damit l&sst sich nicht mehr
entscheiden, ob die Zahl rational sei, weil immer ein unendliches ungelesenes Reststiick bleibt.
Das notwendig und hinreichende Kriterium fiir rationale Zahlen sagt, dass in der Bin&rdar-
stellung ein unendliches Reststiick auftreten muss, das ein periodisches Bitmuster zeigt.

Wie lassen sich die arithmetischen Operationen mit reellen Zahlen in diesem Rahmen defi-
nieren und verstehen? Gewiss nicht algorithmisch anhand der Zifferndarstellung. Folglich kann
kein Computer mit typischen reellen Zahlen rechnen, auch kein Computer-Algebra-System,
obwohl es mit gewissen algebraischen Zahlen oder mit Symbolen fiir reelle Konstanten wie
7w oder mit Variablen, die wir uns als reelle Zahlen denken miissen, formal exakt umzugehen
versteht.



Wer kennt nicht die Redeweise ‘Sei x eine reelle Zahl’ 7 Hier steht das Symbol x stell-
vertretend fiir eine beliebig wéhlbare Zahl mit gewissen Eigenschaften. Was bezeichnet das
generische Zahlsymbol x aber genau? Es ist offen fiir jede mogliche reelle Zahl unserer Wahl.
Wie aber kénnen wir eine derartige Zahl wdhlen 7 Gehort diese Zahl zur abzéhlbaren Liste
der in endlich vielen Worten definierbaren reellen Zahlen? Sie tut es dann, wenn wir nach
deterministischem Rezept eine Wahl treffen konnten. Offenbar setzt die Idee einer beliebigen
reellen Zahl die Idee einer nicht spezifizierbaren Vorgehensweise voraus. Miissen wir uns auf
ein fiktives Orakel berufen, das auch die anonymen Zahlen ausgibt? Wére das vielleicht ein
perfekter nichtdeterministischer Generator von reellen Zufallszahlen? Wie viel Zufall steckt
in unserem Denken? Kénnen wir wirklich etwas rein Zufdlliges denken? Ist es berechtigt, von
der virtuellen Realitéit einer derart unspezifizierbaren reellen Zahl zu sprechen? Wir erwarten
ja, dass der Zufall jedes Exemplar mit gleicher Wahrscheinlichkeit trifft. Dann aber muss diese
Wahrscheinlichkeit 0 sein. Das gilt sogar fiir jede abzéhlbare Teilmenge von R. Insbesondere
wird auch die ganze Menge K der konstruierbaren reellen Zahlen nur mit Wahrscheinlichkeit
0 zufillig getroffen. Ist das ein Paradox? Oder ist es ein Beweis, dass die Gesamtheit aller
reellen Zahlen nicht abzahlbar sein kann?

5 Folgerungen fiir den Unterricht

Wen erstaunt es, dass die Idee der reellen Zahl schwierig zu begreifen ist? In Dezimaldar-
stellung sind die arithmetischen Operationen mit reellen Zahlen keine endlichen Prozesse
mehr.

Die Kdrperoperationen in R und Quadratwurzeln aus positiven Zahlen lassen sich durch
endliche geometrische Operationen mit idealen Werkzeugen nachbilden. Die Idealisierung,
welche in der Zifferndarstellung zu unendlich vielen Ziffern fiithrt, bedingt in der geometrischen
Verwirklichung der Rechenoperationen die Verwendung von idealisierten, unendlich genauen
Werkzeugen. Auch dies ist ein praktisch unerreichbares Ideal. Aber wir sind es gewohnt, denn
es ist eine Konvention aus der klassischen Geometrie.

Alle arithmetischen Operationen von R lassen sich in einer affinen Ebene als endliche Kon-
struktionen mit den idealisierten Werkzeugen Zirkel und Lineal ausfithren. Es ist noch nétig,
zwei Punkte 0 # 1 vorzugeben, um die Zahlgerade festzulegen. Multiplikation und Division
werden von den Strahlensdtzen vermittelt. Das ist Grund genug, die Strahlenséitze zu bewei-
sen und zu behandeln. Der Satz von Pappus-Pascal aus der projektiven Geometrie impliziert,
dass die geometrische Realisierung der arithmetischen Operationen die Kérperaxiome erfiillt.
Eine Konstruktion von ,/p zu gegebenem p > 0 benutzt den Hohensatz. (vgl. [HIL])

Es gibt noch einen weiteren Ausweg, um die anonymen Zahlen zu erfassen und dabei
bloss iiber Q oder K zu sprechen: An Stelle von Operationen, die auf einzelne Zahlen wirken,
koénnen wir Operationen auf Teilmengen in R betrachten, zum Beispiel Operationen mit
Intervallen [a, b] mit rationalen Grenzen. Stetige Operationen mit Intervallen entsprechen der
Vorstellung vom Arbeiten in einem Kontinuum besser als Operationen mit einzelnen Zahlen,
die eher zu diskreten Strukturen passen. Ein Schritt iiber die rationalen Zahlen hinaus wird
dann durch eine Intervallarithmetik vollzogen. Praktisch miissen die Intervallgrenzen konkret
bestimmbare Zahlen sein, aber jedes Intervall nimmt auch die namenlosen typischen Vertreter
von R mit, ohne sie explizit anzusprechen. Dieser Schritt ist zwar nicht einfach, aber er leistet
einen niitzlichen Briickenschlag von der Analysis zu einer robusten Numerik.

Keinesfalls darf eine Behandlung der Gleitkommazahlen oder des Datentyps real als Com-
puterimitation von R fehlen. Die Diskrepanz zwischen dem mathematischen Idealbild eines
Kontinuums R und dem Ersatz durch endlich viele Gleitkommazahlen auf einem endlichen



Automaten muss bewusst gemacht werden. Sie ist der wahre Grund fiir manche Unterschiede
zwischen der theoretischen Analysis und der Numerik, etwa der Rundungsfehler oder von
overflow und underflow.

Jede experimentell gemessene Zahl ist ein rationales Vielfaches einer Einheit. Irrationale
Zahlen als Ergebnis einer Messung sind eine Fiktion. Viele Messgerite benutzen Mikropro-
zessoren und digitale Speicher, die Rohdaten sind Bindrzahlen mit einer begrenzten Zahl von
Bits. Zudem werden Rohdaten im Computer statistisch bearbeitet, geglittet oder gefiltert.
Es wird versucht, ein einfacheres ‘Signal’ von einem komplizierten ‘Rauschen’ zu trennen. Die
Ergebnisse sind immer Gleitkommazahlen vom Typ real und damit keine typischen Vertreter
von R.

Die Tatsache, dass reelle Zahlen denkbar aber mit unseren Messinstrumenten nicht be-
obachtbar sind, ist bedeutsam fiir alle, die Mathematik anwenden oder iiber das Verhéltnis
von Theorie und Erfahrung nachdenken werden. Manche Denker stellen alles Erfahrbare als
Schatten einer bloss denkbaren Idealwelt dar. Die Idealisierung soll der Mathematik und dem
logischen Denken den Boden ebnen. Daher ist sie viel einfacher zu denken als die bruchstiick-
hafte und widerspriichliche Wirklichkeit, der wir in unseren Sinneserfahrungen und Messun-
gen begegnen. Das Verhéltnis zwischen diesen beiden Weltsichten spiegelt sich einerseits in
den idealen Eigenschaften von R aus der Welt der Mathematik und anderseits in der Rechen-
praxis mit den real-Zahlen, die unsere Messinstrumente und Computer ausgeben. Diese beiden
gegensitzlichen Standpunkte erzeugen Spannungen wie zwischen ‘Himmel’ und ‘Holle’. Die
beiden Lager lassen sich blenden durch Vorurteile. Die einen klagen iiber eine weltfremde
Mathematik, die andern bedauern eine hochkomplexe Realitét, der keine Theorie beikommt.

Es ist aus didaktischen Erwigungen angemessen, verschiedene Aspekte der reellen Zahlen
in verschiedenen Modellen auszudriicken. Der Reichtum, der die Struktur R auszeichnet,
erfordert auch in der Elementarmathematik Anspielungen und erste Erfahrungen mit Ideen
und Begriffen aus Algebra, Geometrie, Stochastik, Logik und Grundlagen der Mathematik,
auch wenn konkrete Beziige oft nur angetont, erst provisorisch, vereinfacht und in groben
Linien skizziert werden kénnen!

Vergessen wir beim Unterrichten die Numerik und die Anwendungen nicht. Sie sind not-
wendig, damit Mathematik mehr als eine heile Welt aufbaut, die ausschliesslich Insidern
zugénglich ist. Analysis, die sich in Kurvendiskussionen und Ableitungsregeln erschopft, ist
kein brauchbares Fundament und kein lohnendes Ziel! Newton hat die Analysis gebraucht,
um die Himmelsmechanik besser zu verstehen, als es vor ihm je moglich war.

Eine Einfithrung in die Analysis entlang der geschichtlichen Entwicklung [SIM, TOEL
H+W] gestattet auch, Bekanntschaft zu machen mit den Entdeckern. Sie haben mit Intuiti-
on bemerkenswerte Einsichten gefunden und Ideen zur Analysis entwickelt. Eine deduktive
Darstellung der Analysis mit Logik und Mengenlehre als Grundlage erscheint erst im 20.
Jahrhundert. Sie beschreibt einen Endzustand in einem kollektiven Lernprozesses von mehr
als 2000 Jahren Dauer aus der Perspektive einer logisch strukturierten und zum Archivieren
aufbereiteten Mathematik. Entsprechend sind diese Ergebnisse fiir Spezialisten gedacht und
erst zugénglich nach einer didaktisch konzipierten Vorbereitung, die auf Schwierigkeiten bei
der Begriffsbildung angemessen eingeht, motiviert und typische Anwendungen der Analysis
exemplarisch behandelt.
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