Funktionen (polynomial, exponential)

1.

Potenzfunktionen
Von einer Potenzfunktion

f(z) = az™

mit a eine beliebige reelle Zahl, n eine natiirliche Zahl kennt man f(3) = 135 und f(6) = 1080. Welchen
Wert hat f(9.73)7

Kornspeicher

Die beiden Bauern Rothlin und Durrer betreiben gemeinsam einen pyramidenférmigen Speicher (Spitze
= Offnung unten). Hohe 5m. Sie lassen den Speicher im Herbst mit Korn fiillen. Réthlin bezahlt 60%,
Durrer iibernimmt den Rest.

Im Winter holt nun zuerst Bauer Durrer seinen Teil aus dem Speicher. Bis zu welcher Tiefe darf er
das Korn entnehmen, damit er nur den ihm zustehenden Teil bekommt?

Drei Fliissigkeiten

In einen kegelférmigen Behélter (Spitze unten) mit einer Héhe von 56 cm werden drei verschiedene
Flissigkeiten eingefiillt. Die leichteste Fliissigkeit Nr. I wird bis zu einer Hohe von 24 cm eingefiillt,
anschliessend die schwerste Fliissigkeit Nr. IT bis zur (gesamten) Hohe 40 cm. Schlussendlich wird der
Behalter mit der mittelschweren Fliissigkeit Nr. III aufgefiillt.

Das Gefdss wird nun geniigend lange stehen gelassen. Wie dick sind nun die einzelnen
Fliissigkeitsschichten?

Funktionsgleichung
Welche Potenzfunktion mit der Gleichung y = a - z" geht durch die beiden Punkte P(2 | 1) und

Q128 | 1£)?

Wiirfelproduktion
FEine Fabrik stellt zwei Sorten Wiirfel her, vollstandig gefiillte Wiirfel und Hohlwiirfel, mit immer
gleicher Wanddicke. Von beiden Sorten wiegt ein Exemplar mit 2 cm Kantenlange 5 Gramm.

(a) Gesucht ist die Berechnungsformel, die fiir eine gegebene Kantenlidnge x eines Vollwiirfels dessen
Gewicht G(x) berechnet.

(b) Gesucht ist die Berechnungsformel, die fiir eine gegebene Kantenlange x eines Hohlwiirfels dessen
Gewicht G(x) berechnet.

Briiderlich geteilt

Drei Freunde teilen sich ein Glas eines alkoholfreien Cocktails. Das Getrink wird in einem
kegelformigen Glas serviert (h = 10 cm). Wie weit herunter darf der erste und anschliessend der
zweite trinken, damit auch flir den dritten Freund noch gleichviel tibrigbleibt?

Eichenfisser

In einem Walliser Weinkeller stehen verschieden grosse Eichenféisser. Alle haben die gleiche Gestalt
und sind aus gleich dickem Eichenholz gefertigt. Auf den Féssern ist ihr Fassungsvermogen vermerkt:
Fass I 14’100 Liter; Fass IT 15’500 Liter und Fass IIT 16’000 Liter.

(a) Um wieviele Prozent weichen die Dimensionen (H6he, Druchmesser etc.) von Fass I und Fass II
von Fass III ab?

(b) Wieviel Prozent Eichenholz brauchte es mehr, um Fass Nummer IIT herzustellen als fiir Fass
Nummer I7?

Osterhasen

Osterhasen sind bekanntlich aus Schokolade und innen hohl. Wir nehmen an, die Schokoladendicke sei
immer dieselbe. Ein 500g schwerer Hase ist 25cm hoch und kostet 7 Fr. Gesucht ist eine Berechnungs-
formel mit der der Preis eines Hasen bei vorgegebener Grosse berechnet werden kann.
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Schwimmbadmodell
Ein Architekt muss ein 25m langes quaderférmiges Schwimmbecken entwerfen. Es soll 450’000 Liter
Wasser fassen. Fiir eine Prisentation erstellt er ein Modell mit der Wassertiefe 6cm. Um es zu fiillen,
braucht er 12.15 Liter Wasser.

(a) Welchen Massstab hat das Modell? (Tipp: Massstébe sind Léngenverhéltnisse)

(b) Wie breit und wie tief ist das Originalschwimmbad?
Spielbille
Ein Spielwarenhersteller produziert mit Luft gefiillte Plastikbélle in verschiedenen Gréssen, aber alle

aus demselben Material (Dicke). Ein Ball mit einem Umfang von 40cm wiegt 144g. Wie lautet die
Formel, mit der der Hersteller fiir jeden beliebigen Ballumfang das Ballgewicht ausrechnen kann.

Punkt auf Polynomkurve
Der Graph einer Polynomfunktion geht durch die Punkte (-2 |3), (=1|—2), (0]1), (1]|0) und
(2] 7). Liegt der Punkt (8.5 | 5012.8125) auf dem Graph von f ?

Eigenschaften
Fiir welche a € IR™ \ {1} hat der Graph von y = a” die folgende Eigenschaft?

a) Die Kurve ist monoton fallend?

b) Kein Punkt der Kurve hat eine negative y-Koordinate?
(¢) Die Kurve geht durch den Punkt P(% |1.2).

d) Fiir alle z < 0 ist y > 1.
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Arbeitslosenquote
Die Arbeitslosenquote erhohte sich ein 5 Jahren von 1.7% auf 2.4%.
(a) Wie stark nahm die Arbeitslosenquote jahrlich zu?

(b) Weitere 5 Jahre spiter lag die Quote bei 2.9%. Wieviel nahm die Arbeitslosenquote iiber die
gesamten 10 Jahre betrachtet jahrlich zu?

(c) Wie gross ware die Abweichung der effektiven Quote nach 10 Jahren, wenn man nach 5 Jahren
mit den damals bekannten Zahlen eine Hochrechnung fiir die folgenden 5 Jahre gemacht hétte?

Halbwertszeit
Die Halbwertszeit (= jene Zeit, in der ein Stoff auf die Hilfte der vorhandenen Menge abgebaut wird) eines Stoffes
betragt 12 Jahre. Heute ist 1 kg des Stoffes vorhanden. Wie viele Gramm des Stoffes sind ...

(a) ... in 10 Jahren noch existent?

(b) ... es vor 10 Jahren gewesen?

(¢) In wievielen Jahren sind es noch 100mg?

Eigenschaften
Fiir welche a € IR™ \ {1} hat der Graph von y = a® die folgende Eigenschaft?

a) Die Kurve hat die negative x-Achse als Asymptote?
b) Alle Punkte der Kurve haben eine positive y-Koordinate?
(c) Die Kurve geht durch den Punkt P(9 | =15)

d) Fiir alle z > 0 ist y > 1.
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Wertetabelle
Von einer Exponentialfunktion kennt man den folgenden Teil der Wertetabelle:
1
X 0 3 21315 9 10
I 15625
f@) 2 8192
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(a) Welcher Wachstumsfaktor r gehort zu Az = 17
(b) Die leeren Felder der Tabelle sind auszufiillen.

(c) Wie lautet die zugehorige Funktionsgleichung?

Wertetabelle
Von einer Exponentialfunktion kennt man den folgenden Teil der Wertetabelle:
X 0 % 2141518 10
T 6561
/@) 2 512
(a) Welcher Wachstumsfaktor r gehort zu Az = 17
(b) Die leeren Felder der Tabelle sind auszufiillen.
(¢) Wie lautet die zugehorige Funktionsgleichung?
Prell-Ball

Ein Ball fallt aus 5 m Hohe zu Boden. Nach jedem Aufprall erreicht der Ball noch 60% der vorher
erreichten Hohe. Ab dem wievielten Aufprall springt der Ball weniger als 5 cm in die Hohe?

Guthaben

Herr Richi hatte Ende 2000 exakt 1787.20 Euro auf seinem Konto. Ende 2006 waren es bereits 2072.60
Euro. In all den Jahren, seit das Geld von Herr Richi auf dem Konto liegt gewéhrte die Bank einen
konstanten Zins.

(a) Wieviel Prozent Zins zahlt die Bank?
(b) Wieviel Geld hatte Herr Richi am 1.1.1986 auf sein Konto gelegt?

Mehrmalige Verzinsung pro Jahr
Bank Tiger zahlt viermal pro Jahr Zinsen bei einem Zinsfuss von p; = 5%, Bank Leopard jeden Monat
bei einem Zinsfuss von p;.

(a) Nach welcher Zeit hat sich ein Kapital bei der Bank Tiger verzehnfacht?

(b) Wie gross miisste der Zinsfuss p; der Bank Leopard sein, dass sich das gleiche Kapital in der
halben Zeit verzehnfachen wiirde?

Die Jahre nach 1969

Bei Annahme eines sogenannten logistischen Bevolkerungswachstums wird die Weltbevolkerung t Jahre
a

nach 1969 durch die Funktion B(t) = W beschrieben.

(a) Im Jahre 1969 betrug die Weltbevolkerung 3.55 Milliarden Menschen. Wie gross ist a?

(b) Wie gross ist nach diesem Modell die Weltbevolkerung heute im Jahr 20057

(c) Wie gross ist die Grenzbevolkerung, d.h. die Bevolkerung, die in unendlich vielen Jahren erreicht
sein wird?

(d) Wann wird sich die Bevolkerung von 1969 verdoppelt haben?

(e) Wo liegt der Wendepunkt der Funktion B(t) (die Trendwende)?

Keime in Lebensmittel

Nimmt man ein bestimmtes Lebensmittel aus dem Kiihlschrank, so nimmt die darin enthaltene Anzahl
Keime exponentiell zu. Nach zwei Stunden an der Warme wurden 8000 Keime pro em? gezihlt. Noch
eine Stunde spiter sind es 27°000 Keime. Wie viele Keime finden sich pro ¢m? nach 2 Tagen an der
Warme?

Radioaktives Element

Ein radioaktives Element zerfallt exponentiell. Bei einer Messung hat sich herausgestellt, dass von
anfanglich 8 mg zwei Stunden spater noch 0.5 mg vorhanden waren. Wie gross ist die Halbwertszeit
radioaktiven Elements?
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Abschreibung eines Autos

Ein neues Auto verliert jahrlich 22% von seinem Wert (Abschreibung). Ein spezielles Familienauto hat
heute, 5 Jahre nach dem Kauf noch einen Wert von 12270.50 Euro. Welches war der Kaufpreis fiir das
neue Auto?

Zinseszins
Ein Kapital ist zu 12.2% jahrlicher Rendite (Zins) angelegt. Innerhalb wie vieler Jahre verzehnfacht
sich das Kapital?

Exponentielles Wachstum
Eine Grosse wachst exponentiell und zwar jahrlich um 5%.
(a) Um wieviele Prozent hat sie nach 20 Jahren zugenommen?
(b) Nach wie vielen Jahren ist die Grosse auf 750% des urspriinglichen Wertes angewachsen?
Kettenlinie
Die Gleichung eines zwischen zwei gleichhohen Trégern aufgehdngten Seiles lautet
e +e®
Y=
Die Spannweite des Seiles betragt 3 m.

(a) In welcher Hohe ist das Seil aufgehéngt und wie gross ist der Durchhang?
(b) Die Kettenlinie wird haufig durch ein Parabelstiick approximiert. Gesucht ist eine Parabel y =
ax? + bz + ¢, welche mit obiger Kettenlinie moglichst gut iibereinstimmt.

Logarithmusgleichung
Lose die folgende Gleichung nach y auf:

log, 4 = 3 4 log,(y + 6)

Mehr Larm...
A, (v) bezeichne die Anzahl gleichzeitig betriebener Larmquellen mit derselben Einzellautstirke n dB,
die notig ist, um einen Larm zu erzeugen, der subjektiv v-mal so laut ist wie eine einzelne Larmquelle.

(a) Wie lautet die explizite Formel fiir A, (v)?

(b) Gefragt ist eine aussagekraftige Skizze des Graphen der Funktion A, (v) fiir den Wert n = 100
dB.



Losung zu: Funktionen (polynomial, exponential)

1.

Potenzfunktionen
FEinsetzen der beiden Funktionswerte liefert ein Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und 2 Unbekan-
nten und daraus die Losung f(x) = 523.

Kornspeicher
Er muss 78.28cm Korn ablassen.
Verhiltnisgleichung: 500 : z = 1 : ¥/0.6 mit x = Resthohe des Korns.

Drei Fliissigkeiten

hi1= 1.51cm; ho= 36.88cm und h3=17.61cm.

Hohenverhéltnis bei Einfiillen: hq : hyyo: h =24 :40: 56

Volumenverhéltnis bei Einfillen: Vi : Vi : V =27 :125: 343

Verhéltnis der einzelnen Volumina: Vi : Vo : V3 =27 : 98 : 218

Die analogen Uberlegungen lassen sich in umgekehrter Reihenfolge fiir die Situation am Schluss
durchfiithren und liefern das Resultat.

Funktlonsglelchung

Y = 2= .3 T s

Beim Losen des Gleichungssystems kann ausgeniitzt werden, dass alle Angaben auf der 2er Potenz
basieren.

Wiirfelproduktion

(a) G(z) =% - $3
es gilt: 23 : 2% =5 : G(x), weil Gewicht proportional zum Volumen.
(b) G(z) =% -2”
es gilt: 22 : 22 = 5: G(x), weil Gewicht proportional zur Oberfliche.
Briiderlich geteilt
hi1 =1.26 cm; hy = 1.8 cm; hz = 6.93 cm
Es gilt das Volumenverhéltnis: V3 : Va0 :V = 1

Somit fiir die Hohen: hs : hgio: h = \/j 3

 also h3 : hays - _1o\f10\[1o

)
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Eichenfasser

(a) Fass I 4.13%; Fass III 1.05%
Die Aufgabe kann am einfachsten iiber Verhéltnisse gelost werden. Die Liter sind ein Volumen-
verhéaltnis, die gesuchten Grossen Streckenverhéltnisse.

(b) 8.79% mehr
Liter = Volumenverhaltnis; Holzverbrauch = Flachenverhaltnis

Osterhas;;:zn
K(h) = 7—

Die Formel entsteht aus der Verhaltnisgleichung:
7: K(h) =25%:h?

Schwimmbadmodell

(a) Volumenverhéltnis: 1:37037.037037
Massstab: 1:/37037.037037=1:33.333



(b) Tiefe 2 Meter; Breite 9 Meter

. Spielballe
G(d) = 2522
Der Umfang ist ein Langenverhéltnis, das Gewicht hangt von der Oberfliache ab.

. Punkt auf Polynomkurve
Interpolation (zum Beispiel durch Losen des zugehdrigen linearen Gleichungssystemes) liefert

flx)=2a* 32>+ 2 +1
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Der Punkt P liegt auf dem Graphen.

Eigenschaften

(a) a<1
(b) alle a
(c) a=1.728
(d) a<1

a

Arbeitslosenquote

(a) 7.14% pro Jahr
(b) 5.49% pro Jahr
(c) Abweiung 0.49%

Halbwertszeit

(a) 561.23 g
(b) 17818 g
(¢) 159.45 Jahre

Eigenschaften

Wertetabelle

(a) r=1.25

(b) X 0

10

25 15625
32 8192
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© y=15-(3)"

Wertetabelle

(a) r=15




T
ol = |24 5] 8| 10
(b) - 2 \36 1 9 27 729 6561
f@ 151 151813 | o=l 5m
t

() f() =3 (3)

18. Prell-Ball
h(n) = hstart - 0.6™ mit n = Anzahl Aufpralle
0.05=5-0.6"

0.01 = 0.6
n=-82"2 ~9.0151 = nach dem 10. Aufprall
log 0.6

19. Guthaben

(a) 2.5% Zins
2072.6 = 1787.2 - 26 < = = 1.025

(b) 1234 Euro
1787.2 : 1.0251°

20. Mehrmalige Verzinsung pro Jahr

(a) Zinseszinsformel

5\ Y
100=(1+— =t~464
( + 400)

(b) Zinseszinsformel

n ) 12-46.4/2

1200 = p~ 10%

10:(1+

21. Die Jahre nach 1969

(a) 17.75
(b) 6.7586 Mrd. Menschen
(¢) 17.75 Mrd. Menschen
(d) Im Jahr 2008
(e) Im Jahr 2024
22. Keime in Lebensmittel
. H _ 27000 _ 2
Wachstumsfaktor: b= 555 = £
t—2 t
f(t)=8000- (21)"" ~ 702.33 - ()
1.5983 - 10%® Keime

23. Radioaktives Element

Wachstumsfaktor: b = 0.25
Halbwertszeit: 0.5 Stunden

24. Abschreibung eines Autos
42500 Euro

25. Zinseszins
10=1-1.122%
log 10 =z - log 1.122

—  ~20.0028 Jah
T g 1122 e



26. Exponentielles Wachstum

(a) f(20) = 1.05%° = 2.65329
= Die Zunahme betragt 165.33%.

(b) 7.5=1-1.05"
log 7.5 =z -log1.05

log 7.5
- ~ 41.2973
T 108 1.05

= Nach 42 Jahren

27. Kettenlinie

(a) Hohe 2.35 m, Durchhang 1.35 m
(b) y ~ 0.602 + 1

28. Logarithmusgleichung
logy 45 =3, 4% — 8y — 48 =0,y = —4,y = 12

29. Mehr Larm...

(a) Aus der Definition der Dezibelskala folgt die Gleichung
v-n=n+10log A, (v)

und damit

(b) —



